
C. ANALYTICKÁ GEOMETRIE KU®ELOSEÈEKKu¾eloseèky | spoleèný název pro kru¾nici, elipsu, hyperbolu a parabolu.Lze je získat jako prùniky rotaèních ku¾elových ploch a rovin.Kru¾nice, elipsa a hyperbola patøí mezi tzv. støedové ku¾eloseèky | jsou soumìrné podle svého støedu.Parabola je (jediná) nestøedová ku¾eloseèka.1. Kru¾niceDe�nice. Kru¾nice je mno¾ina v¹ech bodù v rovinì, které mají stejnou vzdálenost od daného bodu (tzv. støedukru¾nice).Tedy, je-li dána kru¾nice k(S; r), S = [m;n], pak pro libovolný bod X = [x; y] v rovinì platí:X 2 k () jSX j = r ()p(x�m)2 + (y � n)2 = r (1)Bod X = [x; y] bude tedy le¾et na dané kru¾nici k právì tehdy, pokud bude platitp(x�m)2 + (y � n)2 = rnebo-li (x�m)2 + (y � n)2 = r2De�nice. Nech» k(S; r), S = [m;n], je libovolná kru¾nice. Rovnice(x�m)2 + (y � n)2 = r2se nazývá støedová rovnice kru¾nice.Poznámka.1. Vý¹e uvedená rovnice kru¾nice se nazývá støedová zøejmì proto, ¾e z ní lze jednodu¹e zjistit souøadnicestøedu kru¾nice (a také polomìr kru¾nice).2. Uvìdomte si, ¾e z (3) bezprostøednì plyne, ¾e bod X = [x; y] le¾í na dané kru¾nici k právì tehdy kdy¾platí: (x �m)2 + (y � n)2 = r2, tj. pokud tato rovnice neplatí, pak nemù¾e bod X na kru¾nici k le¾et.Pøíklad 1. Napi¹te rovnici kru¾nice k se støedem S = [p2;�1] a polomìrem r = p3.Zjistìte dále, zda na ní le¾í bod A = [2p2; 0].[Øe¹ení: k: (x�p2)2 + (y + 1)2 = 3.Zjistíme dále, zda A 2 k. Bude to právì tehdy, pokud bude platit:(2p2�p2)2 + (0 + 1)2 = 3Jednoduchým propoètem zjistíme, ¾e uvedená rovnost je platná, tj. bod A na kru¾nici k le¾í.]Vezememe-li støedovou rovnici kru¾nice(x�m)2 + (y � n)2 = r2;umocníme levou stranu a upravíme, dostaneme rovnicix2 + y2 + (�2m) � x+ (�2n) � y + �m2 + n2 � r2� = 0;kterou lze psát ve tvaru x2 + y2 + Cx +Dy +E = 0;kde C;D;E 2 R (nìjaká konkrétní èísla). 1



De�nice. Rovnice x2 + y2 + C � x+D � y +E = 0 C;D;E 2 Rse nazývá obecná rovnice kru¾nice.Je dùle¾ité se nauèit mechanismus þpøechoduÿ mezi støedovou rovnicí kru¾nice a obecnou rovnicí kru¾nice.Pøevod støedové rovnice na obecnou je jednoduchý: staèí støedovou rovnici algebraicky upravit. Mírnì slo¾itìjsíje opaèný pøevod, pøi kterém vyu¾ijeme metody doplnìní na ètverec.Pøíklad 2. Najdìte støed a polomìr kru¾nice dané rovnicíx2 + y2 + 4x� 8y + 1 = 0[Øe¹ení: Postupnì upravujeme: x2 + 4x+ y2 � 8y = �1x2 + 4x+ 4 + y2 � 8y + 16 = �1 + 4 + 16 = 19(x+ 2)2 + (y � 4)2 = 19Tj.: S = [�2; 4], r = p19.]Polo¾me si opaènou otázku: Je ka¾dá rovnice tvarux2 + y2 + C � x+D � y +E = 0;kde C;D;E 2 R rovnicí nìkteré kru¾nice ? Odpovì|d je zøejmì záporná. Urèitì rovnice x2+ y2+1 = 0 neplatípro ¾ádná x; y 2 R a tudí¾ nemù¾e vyjadøovat ani ¾ádnou kru¾nici.Pøíklad 3. Rozhodnìte, zda rovnice x2 + y2 � 4x+ 7 = 0 je rovnicí nìkteré kru¾nice.[Øe¹ení: staèí obecnou rovnici postupnì upravovat stejnì, jako pøi pøevodu na støedový tvar:x2 � 4x+ y2 = �7x2 � 4x+ 4 + y2 = �7 + 4 = �3(x� 2)2 + y2 = �3Ponìvad¾ je v¹ak r2 < 0, nemù¾e být zadaná rovnice rovnicí kru¾nice.]Pøíklad 4. Pro které hodnoty p je rovnicex2 + y2 + 3x� y + p = 0rovnicí kru¾nice ? Urèete pak souøadnice støedu a její polomìr. [Pro p < 52 ; S = [� 32 ; 12 ], r =q� p+ 52 ]Pøíklad 5. V rovinì jsou dány body A = [2;�1], B = [�2; 3]. Urèete mno¾inu v¹ech bodù X v rovinì, prokteré jsou pøímky AX a BX navzájem kolmé.[Øe¹ení: provedeme dvìma zpùsoby:I. þgeometrickéÿ øe¹ení: z na¹ich dosavadních dlouholetých geometric-kých studií bychom mìli vìdìt, ¾e øe¹ením je Thaletova kru¾nice nadúseèkou AB. Tj. støed hledané kru¾nice bude ve støedu úseèky AB adélka úseèky AB bude prùmìrem hledané kru¾nice. Výpoètem zjistíme,¾e hledanou mo¾inou bodù je kru¾nice k, která má rovnici:k: x2 + (y � 1)2 = 8nebolia k: x2 + y2 � 2y � 7 = 0aObecnì známe dva tvary rovnice kru¾nice: støedovou a obecnou. Pokud v zadánínení øeèeno, jaký tvar máme uvést, je to úplnì jedno. SA BX
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II. þanalytickéÿ øe¹ení: Oznaème X = [x; y] hledané body. Ze zadání má platit:AX ? BX =) AX ? BX =) AX � BX = 0Dále platí: AX = (x� 2; y + 1), BX = (x+ 2; y � 3), tj. musí platit:(x� 2) � (x+ 2) + (y + 1) � (y � 3) = 0x2 � 4 + y2 � 2y � 3 = 0x2 + y2 � 2y � 7 = 0Tj. hledanou mno¾inou v¹ech bodù X je kru¾nice k, která má (obecnou) rovnici:k: x2 + y2 � 2y � 7 = 0 ]Pøíklad 6. Urèete mno¾inu v¹ech bodù roviny, které mají od bodu A = [1;�2] tøikrát vìt¹í vzdálenost ne¾ odbodu B = [�3; 6][Øe¹ení: Oznaème nejprve souøadnice hledaného bodu X = [x; y]. Podle zadání musí platit (mù¾eme sepodívat na obrázek): jAX j = 3 � jBX j
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Pokud si to rozepí¹eme a upravíme, dostaneme:jAX j = 3 � jBX jp(x� 1)2 + (y + 2)2 = 3 �p(x+ 3)2 + (y � 6)2...x2 + 7x+ y2 � 14y = �50...�x+ 72�2 + (y � 7)2 = 454Zji¹»ujeme tedy, ¾e hledanou mno¾inou v¹ech bodù je kru¾nice se støedem S = �� 72 ; 7� a polomìrem r = p452 == 32p5.]Poznámka. Pokud pøedchozí pøíklad zobecníme, platí: jsou-li dány dva rùzné body A, B, pak mno¾inou v¹echbodù X roviny, pro které platí jAX jjBX j = k (=) jAX j = k � jBX j) je pro:� k = 1 osa úseèky AB� k 6= 1, k 2 R+ kru¾nice; tzv. Apolloniova kru¾nice11Appollonios z Pergy (asi 200 l pø.n.l.) | významný øecký matematik3



Dal¹í, takovou typickou úlohou, je napsat rovnici kru¾nice procházející tøemi body. Víme, ¾e ka¾dými tøemibody, které nele¾í na jedné pøímce, prochází jednoznaènì urèená pøímka (kru¾nice opasaná trojúhelníku urèenéhodanými body). To, ¾e k jednoznaènému zadání kru¾nice staèí tøi body2, mù¾eme vysledovat také z obecnérovnice kru¾nice. V této rovnici platí: abychom urèili konkrétní kru¾nici, musíme nalézt tøi koe�cienty C, D,E3. Tj. musíme najít tøi koe�cienty, které nalezneme pomocí tøí bodù.Pøíklad 7. Napi¹te rovnici kru¾nice, která prochází body A = [2; 1], B = [3; 0], C = [0; 5].[Ø.: do obecné rovnici kru¾nice k: x2 + y2 +Cx+Dy+E = 0 dosadíme postupnì souøadnice bodù A, B, C(ponìvad¾ tyto body le¾í na kru¾nici k, musí tedy jejich souøadnice vyhovovat rovnici kru¾nice k). Dostanemetak soustavu tøí rovnic o tøech neznámých C, D, E:5 + 2C +D +E = 09 + 3C + +E = 025 + 5D +E = 0její¾ øe¹ení je C = �18, D = �14, E = 45. Hledaná kru¾nice má rovnici:k: x2 + y2 � 18x� 14y + 45 = 0 :]Kru¾nice a pøímkaVzájemnou polohou pøímky a kru¾nice jste se ji¾ zabývali pøed mnohými léty. Moc dobøe víme, ¾e jsou tøimno¾nosti | pøímka p má s kru¾nicí kdva spoleèné body jeden spoleèný bod ¾ádný spoleèný bodkp kp kppøímka p je seèna kru¾nice k pøímka p je teèna kru¾nice k pøímka p je vnìj¹í pøímkou kru¾nice kZjistit, jakou vzájemnou polohu má kru¾nice a pøímka, znamená vlastnì zjistit, kolik mají spoleèných bodù,co¾ vede na øe¹ení soustav rovnic.Pøíklad.8. Urèete vzájemnou polohu pøímky p: 2x� y � 8 = 0 a kru¾nice k: x2 + y2 � 2x+ 4y = 0. [pøímka p jeseènou kru¾nice k, apoleèné body: P1 = [2;�4], P2 = [ 165 ;� 85 ]]9. Urèete vzájemnou polohu kru¾nice dané rovnicí k : x2 + y2 � 2x + 6y + 9 = 0 a pøímky p : y = x + c vzávislosti na hodnotì parametru c 2 R. [p je seèna () c 2 ��4�p2;�4 +p2�; p je teèna() c 2 ��4�p2;�4 +p2	; p je vnìj¹í pøímka () c 2 ��1;�4�p2� [ ��4 +p2;+1�;]Nyní se budeme zabývat (pro geometrii) jednou typickou úlohou: konstrukcí teèny ke kru¾nici. Nejprve sevìnujme konstrukci teèny procházející daným bodem, který na kru¾nici le¾í. Podotknìme, ¾e se budeme zabývatnikoli konstrukèním, nýbr¾ analytickým øe¹ením4.Pøíklad 10. Je dána kru¾nice k : (x �m)2 + (y � n)2 = r2 a její bod T = [x0; y0]. Napi¹te rovnici teèny tétokru¾nice v bodì dotyku T .[Øe¹ení:2nele¾ící na jedné pøímce3znovu zdùraznìme, ¾e nemù¾eme zvolit þza koe�cientyÿ libovolná tøi èísla C, D, E. Ne v¾dy se bude jednat o kru¾nici. Ale vna¹em pøípadì diskutujeme poèet koe�cientù.4konstrukèní øe¹ení je triviální a nauèili jste se ho | snad | ji¾ v sekundì4



S=[m;n]T=[x0;y0]t k
Rozhodneme se, ¾e napí¹eme obecnou rovnici teèny t. Zde platí: nt = ST, ST = (x0 �m; y0 � n), tj.:t: (x0 �m) � x+ (y0 � n) � y + c = 0Ale bod T 2 t, tj.: (x0 �m) � x0 + (y0 � n) � y0 + c = 0 =) c = �x0(x0 �m)� y0(y0 � n)Potom: t: (x0 �m) � x+ (y0 � n) � y � x0 � (x0 �m)� y0 � (y0 � n) = 0A po jednoduché úpravì t: (x0 �m) � (x� x0) + (y0 � n) � (y � y0) = 0 (2)Zkusíme tuto rovnici teèny t je¹tì dále zjednodu¹it. Vyu¾ijeme pøitom faktu, ¾e bod T le¾í té¾ na kru¾nici k:(x0 �m)2 + (y0 � n)2 = r2(x0 �m) � (x� x0) + (y0 � n) � (y � y0) = 0Po seètení tìchto rovnic dostaneme:(x0 �m) � (x0 �m+ x� x0) + (y0 � n) � (y0 � n+ y � y0) = r2(x0 �m) � (x�m) + (y0 � n) � (y � n) = r2 :]Vìta. Rovnice teèny t ke kru¾nici k: (x�m)2 + (y � n)2 = r2 v bodì dotyku T = [x0; y0] je(x0 �m) � (x�m) + (y0 � n) � (y � n) = r2Pøíklad.11. Napi¹te rovnici teèny kru¾nice k: (x � 2)2 + (y + 1)2 = 4 v bodì dotyku T = [2; y0], y0 > 0. [t: y � 1 = 0]12. Napi¹te rovnice teèen kru¾nice k: x2 + y2 � 6x � 4y + 3 = 0 v jejich prùseèících s pøímkou p: y = x + 3.Urèete pak prùseèík P tìchto teèen. [t1: 3x� y + 3 = 0, t2: x� 3y + 13 = 0, P = �12 ; 92�]Nyní pøejdìme k dal¹í þtypickéÿ geometrické úloze o teènách. Øeèeno analyticky: napsat rovnice teèen k danékru¾nici procházející daným bodem (který nemusí na dané kru¾nici le¾et).Pøíklad 13. Je dána kru¾nice k: (x�m)2+(y�n)2 = r2 a bod A = [x1; y1], který le¾í vnì kru¾nice k. Napi¹terovnice teèen ke kru¾nici k z bodu A.[Øe¹ení:

S=[m;n]T1
T2A=[x1;y1] k
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t25



Oznaème T = [x0; y0] bod dotyku.Víme, ¾e teèna t má (obecnì) rovnicit: (x0 �m) � (x�m) + (y0 � n) � (y � n) = r2Na pøímce t le¾í bod A, tj. musí platit:(x1 �m) � (x0 �m) + (y1 � n) � (y0 � n) = r2 (3)Podíváme-li se na rovnici (3) je¹tì jednou, vyplývá z ní, ¾e bod T = [x0; y0] rozhodnì le¾í na pøímcep: (x�m) � (x1 �m) + (y � n) � (y1 � n) = r2 (4)Na této pøímce ale le¾í oba body dotyku T1, T2, tak¾e pøímka p je zároveò rovnicí pøímky T1T2. Tato pøímka senazývá polára bodu A vzhledem ke kru¾nici k5.
ST1

T2A k
t1

t2poláraNyní je ji¾ jasný postup pøi psaní rovnic teèen ke kru¾nici z bodu le¾ícího vnì kru¾nice:1. Napí¹eme rovnici poláry p bodu A vzhledem ke kru¾nici kp: (x�m) � (x1 �m) + (y � n) � (y1 � n) = r22. Vypoèítáme prùseèíky T1, T2 poláry p a kru¾nice k (dostaneme tak body dotyku hledaných teèen akru¾nice k).3. Napí¹eme rovnici teèny kru¾nice k v bodì T1 (a dostaneme tak první hledanou teènu) a pak rovnici teènyv bodì dotyku T2 (druhá hledaná teèna).Uvedený postup si vyzkou¹ejte na konkrétním pøíkladu.Pøíklad 14. Napi¹te rovnice teèen ke kru¾nici k: x2 � 4x+ y2 + 6y � 3 = 0 z bodu A = h2 + 16p77 ;�3i.[Øe¹ení: zapí¹eme struènì podle vý¹e uvedeného postupu. Nejprve pøevedeme obecný tvar rovnice kru¾nice kna støedový tvar: k: (x� 2)2 + (y + 3)2 = 16Nyní u¾ mù¾eme pou¾ít znínìného postupu.1. p: x� 2�p7 = 02. T1 = �2 +p7; 0�, T2 = �2 +p7;�6�3. t1: p7x+ 3y � 2p7� 7 = 0, t2: p7x� 3y � 2p7� 25 = 0.5pokud le¾í daný bod A vnì kru¾nice, zøejmì v¾dy existují dva body dotyku T1, T2, tj. polára je opravdu v tomto pøípadì urèenabody T1, T2. Dále si uvìdomme, ¾e zøejmì pro rùzné body A (le¾ící vnì kru¾nice) jsou body dotyku teèen ke k rùzné, tj. i poláryjsou rùzné. Naopak: le¾í-li bod A vnì kru¾nice k, je polára jjednoznaènì urèena.6



No a opravdovou þlahùdkouÿ je výpoèet spoleèných teèen ke dvìma kru¾nicím. Výpoèet v podstatì þkopí-rujeÿ konstrukèní øe¹ení (ve kterém se samozøejmì vyu¾ívá stejnolehlost).Pøíklad 15. Napi¹te rovnice spoleèných teèen ke kru¾nicímk: x2 + y2 � 4x� 2y + 4 = 0l: x2 + y2 + 4x+ 2y � 4 = 0[Výsledek: t1: 4x� 3y � 10 = 0, t2: y � 2 = 0, tt3: 3x+ 4y � 5 = 0, t4: x� 1 = 0]Uveïme dále je¹tì jedno (vcelku zøejmé) tvrzení.Vìta. Je-li dána kru¾nice k(S; r), S = [m;n], pak pro libovolný bod X = [x; y] roviny platí:X le¾í na kru¾nici k () (x�m)2 + (y � n)2 = r2X le¾í v kruhu K(S; r) () (x�m)2 + (y � n)2 � r2X le¾í vnì kruhu K(S; r) () (x�m)2 + (y � n)2 > r2No a na úplný závìr þpovídáníÿ o kru¾nici si uveïme je¹tì nìkolik pøíkladkù.Pøíklady.16. Veïte bodem M = [2; 1] teèny ke kru¾nici s rovnicí (x � 5)2 + (y � 10)2 = 9. [x = 2, 4x� 3y � 5 = 0]17. Urèete body dotyku teèen vedených bodem O = [0; 0] ke kru¾nici s rovnicí x2 + y2 + 10x+ 10y + 49 = 0.�T1 = �� 285 ;� 215 � ; T2 = �� 215 ;� 285 ��18. Najdìte prùseèíky kru¾nic daných rovnicemi x2 + y2 � 4x � 2y + 3 = 0, x2 + y2 � 4x � 4y + 7 = 0. Vka¾dém prùseèíku urèete teèny obou kru¾nic a úhel, který teèny svírají. [ [1; 2], [3; 2], y � x� 1 = 0,x� 1 = 0, �4 ; x+ y � 5 = 0, x� 3 = 0, �4 ]19. Uka¾te, ¾e pro ka¾dé t 2 R le¾í bod K = [2 + 3 cos t; 7 + 3 sin t] na kru¾nici se støedem S = [2; 7] apolomìrem r = 3. 6.20. Uka¾te, ¾e pro ka¾dé t 2 R le¾í bod K = [10 cos2 t; 10 sin t cos t] na kru¾nici se støedem S = [5; 0] apolomìrem r = 5.21. Napi¹te rovnici kru¾nice, kteráa) prochází støedy stran trojúhelníku ABC, A = [1; 5], B = [3; 9], C = [5;�3]. Urèete její prùseèíky sestranami teojúhelníku ABC;b) má støed v bodì S = [5; 4] a dotýká se pøímky p: 5x� 12y � 29 = 0;c) prochází bodem M = [2; 4] a dotýká se obou souøadnicových os.[a) x2 + y2 � 12x� 294 y � 54 = 0, �13337 �, �� 15 ; 375 �, �� 75 ; 15�; b) (x� 5)2 + (y � 4)2 = 16; c)x2 � 4x+ y2 � 4y + 4 = 0, x2 + y2 � 20x� 20y + 100 = 0]22. Pro která p 2 R je rovnicí x2 + y2 � 2x+ 8y + p = 0 dána kru¾nice? Urèete p tak, aby tato kru¾nicea) procházela poèátkem soustavy souøadnic;b) dotýkala se osy x;c) dotýkala se osy y. [p < 17. a) 0; b) 1; c) 16.]6Obecnì lze ukázat, ¾e rovnicemi x = m+ r � cos ty = n+ r � sin t ; kde t 2 langle0; 2�)je urèena kru¾nice se støedem S = [m;n] a polomìrem r. Tyto rovnice se nazývají parametrické rovnice kru¾nice k.7



2. ElipsaDefnice. V rovinì jsou dány body E, F a èíslo a 2 R takové, ¾e 2a > jEF j. Elipsa je mno¾ina v¹ech bodù Xroviny, pro které platí jEX j+ jXF j = 2a:Body E, F se nazývají ohniska elipsy, èíslo a se nazývá hlavní poloosa elipsy7.
SA E F BC

DX
eba a

Z de�nice (a z obrázku) je hned vidìt, ¾e je elipsa støedovì soumìrná podle støedu úseèky EF . Tento bodse nazývá støed elipsy a (vìt¹inou) se oznaèuje S.Oznaèení:S . . . støed elipsyE, F . . . ohniska elipsyEF . . . hlavní osa elipsyA, B . . . hlavní vrcholy elipsyC, D . . . vedlej¹í vrcholy elipsya . . . hlavní poloosadle de�nice musí být: jFBj+ jBEj = 2a =) jAEj+ jEBj = 2a =) jSBj = ab . . . vedlej¹í poloosa, b = jSDje . . . tzv. excentricita (výstøednost) elipsy, jEF j = 2e =) jSF j = ePlatí: a2 = b2 + e2Poznámka. Je-li E = F , pak je elipsa kru¾nicí s polomìrem a.V dal¹ím studiu elips si podstatnì zjednodu¹íme situaci. Budeme se dále zabývat pouze takovými elipsami,jejich¾ hlavní a vedlej¹í osy budou rovnobì¾né s osami soustavy souøadnic.
7Pøiznejme hned na zaèátku, ¾e se vìt¹inou nerozli¹uje mezi pojmy velikost hlavní poloosy | tj. pøesnìji øeèeno: èíslo udávajícívelikost hlavní poloosy a samotnou poloosou jako¾to pøímkou. Tudí¾ písmeno a bude nìkdy znaèit samotnou hlavní poloosu a nìkdyvelikost hlavní poloosy. 8



Odvození rovnice elipsyZvolme soustavu souøadnic v rovinì tak, ¾e poèátek bude støedem elipsy (tj. støedem úseèky EF ) a souøadnáosa x bude dána pøímkou EF . Pak platí:Bude-li X = [x; y] libovolný bod rovimy, pak bude dozajista platit:X 2 "() jXEj+ jXF j = 2a;tj.: p(�e� x)2 + (0� y)2 +p(e� x)2 + (0� y)2 = 2a (5)(e+ x)2 + y2 + (e� x)2 + y2 + 2 �p(e+ x)2 + y2 �p(e� x)2 + y2 = 4a22 �p(e+ x)2 + y2 �p(e� x)2 + y2 = 4a2 � 2y2 � (e+ x)2 � (e� x)2 == 4a2 � 2y2 � e2 � 2ex� x2 � e2 + 2ex� x2 == 4a2 � 2y2 � 2e2 � 2x2p(e+ x)2 + y2 �p(e� x)2 + y2 = 2a2 � �y2 + e2 + x2��e2 + x2 + y2 + 2ex� � �e2 + x2 + y2 � 2ex� = 4a4 � 4a2 �y2 + e2 + x2�+ �y2 + e2 + x2�2e2x2 = a2 �y2 + e2 + x2� = a2y2 + a2e2 + a2x2 � a4a4 � a2y2 � a2e2 = x2 � �a2 � e2�a2 � �a2 � e2�� a2y2 = x2 � �a2 � e2�Proto¾e v¹ak platí: a2 � e2 = b2, mù¾eme dále psát:a2b2 � a2y2 = x2b2b2x2 + a2y2 = a2b2x2a2 + y2b2 = 1 (6)Nìkolikrát jsme v¹ak pou¾ili operaci umocòování, co¾ není ekvivalentní úprava. Otázka tedy zní: jsou rovnice(5) a (6) ekvivalentní ? V pøedchozích výpoètech jsme ukázali, ¾e ka¾dé øe¹ení rovnice (5) je i øe¹ením rovnice (6).Platí to i naopak ?Tj., nech» [x; y] splòuje rovnici x2a2 + y2b2 = 1Pak platí:x2b2 + y2a2 = a2b2y2 = a2b2 � x2b2a2 = b2 � �1� x2a2� = �a2 � e2� ��1� x2a2� = a2 � x2 � e2 + e2x2a2Tj.: y2 = a2 � x2 � e2 + e2x2a2 (7)Vypoèítejme nyní postupnì levou stranu (5):p(e+ x)2 + y2 =se2 + 2ex+ x2 + a2 � x2 � e2 + e2a2x2 =sa2 + 2ex+ e2a2x2 =s�a+ eax�2 = ����a+ eax����(8)Uká¾eme, ¾e musí v¾dy platit: a+ eax � 0.Víme toi¾ z pøedpokladu, ¾e platí:x2a2 + y2b2 = 1 =) x2a2 � 1 =) x2 � a2 =) jxj � a9



Dále platí: ����xea ���� = ea � jxj � jxj � a =) � eax � a =) eax � �aTak¾e: a � a ^ eax � �a =) a+ eax � a� a = 0 =) a+ eax � 0Celkovì tedy: p(e+ x)2 + y2 = ����a+ eax���� = a+ eaxPodobnì se uká¾e, ¾e p(e� x)2 + y2 = a� eax.Pravá strana rovnice (5) je tedy: a+ eax+ a� eax = 2aco¾ se rovná levé stranì rovnice (5) a tedy uspoøádaná dvojice [x; y] je øe¹ením i rovnice (5).Po velkých a mo¾ná i nároèných výpoètech mù¾eme tedy konstatovat následující vìtu:Vìta. Je-li dána elipsa se støedem S = [0; 0] a velikostmi poloos a, b, pak libovolný bod X = [x; y] roviny budena dané elipse le¾et právì tehdy, kdy¾ x2a2 + y2b2 = 1 (9)Rovnice (9) se nazývá støedová rovnice elipsy.Pøíklad 1. Sestrojte elipsu, ve které platí: a = 5 j, b = 3 j. Zvolte mìøítko 1 j = 1;5 cm.(Na zvlá¹tní list papíru proveïte co nejpøesnìj¹í a co nejhezèí konstrukci, tento papír si podepi¹te a vlo¾tedo tìchto materiálù !!)Pøíklad 2. Napi¹te rovnici elipsy s ohnisky E = [�1; 0], F = [1; 0], která prochází bodem K = �1; 83�. Urèetejejí hlavní a vedlej¹í vrcholy.[Øe¹ení: støed S elipsy je støedem úseèky EF =) S = [0; 0]. Dále plyne ze zadání, ¾e e = 1.Zabývejme se nyní rovnicí dané elipsy: ": x2a2 + y2b2 = 1Víme, ¾e a2 = e2 + b2 = 1 + b2. Tj.: x21 + b2 + y2b2 = 1K 2 ": 11 + b2 + 649b2 = 19b2 + 64 �1 + b2� = 9b2 + 9b49b4 � 64b2 � 64 = 0b2 = 8 _ b2 = �89(=) K.O.)b2 = 8 =) a2 = 1 + 8 = 9": x29 + y28 = 1Dále pak: a = 3, b = 2p2, A = [�3; 0], B = [3; 0], C = [0;�2p2], D = [0; 2p2] ]
10



Pøíklad 3. Ovìøte, ¾e pro ka¾dý bod elipsy u pøedchozího pøíkladu se souèet vzdáleností od bodù E = [�1; 0],F = [1; 0] rovná èíslu 6.[Øe¹ení: Rovnice dané elipsy je (jak jsme odvodili v pøedchozím pøíkladu):": x29 + y28 = 1Tj. pro libovolný bod X = [x; y] elipsy platí:x29 + y28 = 1 =) 8x2 + 9y2 = 72 =) y2 = 72� 8x29 = 8 ��1� x29 � :Potom: jEX j+ jFX j =p(x+ 1)2 + y2 +p(x� 1)2 + y2 ==sx2 + 2x+ 1 + 8 � 1� x29 +sx2 � 2x+ 1 + 8 � 1� x29 ==r19x2 + 2x+ 9 +r19x2 � 2x+ 9 =s�13x+ 3�2 +s�13x� 3�2 = ����13x+ 3����+ ����13x� 3����Ale: x29 + y28 = 1 =) x2 � 9 =) x 2 h�3; 3i:Tak¾e: jEX j+ jFX j = j 13x+ 3| {z }�0 j+ j 13x� 3| {z }�0 j = 13x+ 3� 13x+ 3 = 6 ]Polohy elipsy� Elipsa se støedem S = [0; 0]
S xyE FA BC
D S x
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E
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C D
x2a2 + y2b2 = 1 x2b2 + y2a2 = 1S = [0; 0] S = [0; 0]E = [�e; 0], F = [e; 0] E = [0;�e], F = [0; e]A = [�a; 0], B = [a; 0], C = [0;�b], D = [0; b] A = [0;�a], B = [0; a], C = [�b; 0], D = [b; 0]11



� Elipsa se støedem S = [m;n]
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(x� a)2a2 + (y � n)2b2 = 1 (x�m)2b2 + (y � n)2a2 = 1S = [m;n] S = [m;n]E = [�e+m;n], F = [e+m;n] E = [m;�e+ n], F = [m; e+ n]A = [�a+m;n], B = [a+m;n], A = [m;�a+ n], B = [m; a+ n],C = [m;�b+ n], D = [m; b+ n] C = [�b+m;n], D = [b+m;n]Obecná rovnice elipsyPodobnì jako u kru¾nice odvodíme nyní obecnou rovnici elipsy.Je-li dána støedová rovnice elipsy, napø.:(x�m)2a2 + (y � n)2b2 = 1a algebraicky ji upravíme na tvar A � x2 +B � y2 + C � x+D � y +E = 0kde A;B;C;D;E 2 R, A � B > 0, dostaneme tzv. obecnou rovnici elipsy.Pøíklad 4. je dána elipsa ": 9x2 + 16y2 + 36x� 32y � 92 = 0. Najdìte její charakteristické prvky (tj. velikostipoloos, excentricitu, souøadnice støedu, vrcholù a ohnisek).[Øe¹ení: Podobnì jako u kru¾nice se budeme sna¾it þdostatÿ z obecné rovnice elipsy rovnici støedovou.Pou¾ijeme znovu metodu doplnìní na ètverec:9x2 + 16y2 + 36x� 32y � 92 = 09 � �x2 + 4x+ 4�+ 16 � �y2 � 2y + 1� = 92 + 36 + 169 � (x+ 2)2 + 16 � (y � 1)2 = 1449(x+ 2)2144 + 16(y � 1)2144 8 = 1(x+ 2)216 + (y � 1)29 = 1Tj.: S = [�2; 1], a = 4, b = 3.e2 = a2 � b2 = 7 =) e = p7E = [�p7� 2; 1], F = [p7� 2; 1], A = [�6; 1], B = [2; 1], C = [�2;�2], D = [�2; 4].12



]Pøímka a elipsaNejprve si uveïme, jaká mù¾e být vzájemná poloha elipsy a libovolné pøímky v rovinì. Podobnì jako ukru¾nice mù¾e mít pøímka s elipsou dva, popø. jeden, popø. ¾ádný spoleèný bod.2 spoleèné body 1 spoleèný bod ¾ádný spoleèný bod
"p "p "p

seèna teèna vnìj¹í pøímkaPøíklad 5. V závislosti na parametru c 2 R urèete vzájemnou polohu pøímky p: y = x+c a elipsy ": x24 + y23 = 1.[c 2 (�p7;p7) =) p je seèna "; c 2 f�p7;p7g =) p je teèna "; c 2 (�1;�p7) [ (p7;+1) =) p je vnìj¹ípøímka " ]Teèna elipsyNyní odvodíme rovnici teèny k elipse. Pro jednoduchost se budeme zabývat teènou k elipse, která má støedv poèátku soustavy souøadnic.Nech» ": x2a2 + y2b2 = 1 je libovolná elipsa se støedem v poèátku soustavy souøadnic a nech» T = [x0; y0] je jejílibovolný bod.
x

y
O "p T = [x0; y0]

Pøímka t: x = x0 + t � u1y = y0 + t � u2; t 2 R lib.se smìrovým vektorem ut = (u1; u2) bude teènou elipsy " právì tehdy, kdy¾ soustavax = x0 + t � u1y = y0 + t � u2 (10)x2a2 + y2b2 = 113



bude mít právì jedno øe¹ení.Budeme nyní soustavu (10) postupnì upravovat.(x0 + tu1)2a2 + (y0 + tu2)2b2 = 1x20 + 2x0tu1 + t2u21a2 + y20 + 2y0tu2 + t2u22b2 = 1x20a2 + y20b2 + 2x0tu1a2 + t2u11a2 + 2y0tu2b2 + t2u22b2 = 1 (11)Ale bod T = [x0; y0] le¾í na elipse ", tj.: x20a2 + y20b2 = 1. Dosadíme-li to do (11) a upravíme-li tuto rovnici,dostaneme t � �2x0u1a2 + 2y0u2b2 �+ t2 � �u21a2 + u21a2 + u22b2 � = 0Tato kvadratická rovnice bude mít právì jeden koøen, jestli¾e D = 0. Tj.:D = �2u1x0a2 + 2y0u2b2 �2 = 0() u1x0a2 + u2y0b2 = 0Posední podmínka v¹ak znamená:u1 � x0a2 + u2 � y0b2 = 0() (u1; u2) � �x0a2 ; y0b2� = 0() (u1; u2) ? �x0a2 ; y0b2�ALe vektor (u1; u2) je smìrovým vektorem teèny t, tj. vektor �x0a2 ; y0b2� je normálovým vektorem této teèny.Obecná rovnice teèny t tedy je: x0a2 � x+ y0b2 � y + c = 0:Zbývá urèit koe�cient c. Víme v¹ak, ¾e bod T musí na teènì t le¾et, tj.:c = �x20a2 � y20b2 = ��x20a2 + y20b2� = �1tj.: t: x0 � xa2 + y0 � yb2 = 1Vìta. Je-li dána elipsa " (x�m)2a2 + (y � n)2b2 = 1 a její libovolný bod T = [x0; y0], pak rovnice teèny t elipsy "v bodì T je t: (x�m) � (x0 �m)a2 + (y � n) � (y0 � n)a2 = 1Poznámka. Vidíme, ¾e rovnici teèny k elipse lze þvyrobitÿ z rovnice elipsy úplnì analogicky, jako u kru¾nice.Vezmeme-li si støedovou rovnici elipsy (x�m)2a2 + (y � n)2b2 = 1 a pøedstavíme-li si mocninu (x � m)2 jako(x �m) � (x �m) a podobnì (y � n)2 = (y � n) � (y � n), pak staèí jednu dvojici x, y nahradit konkrétnímisouøadnicemi teèného bodu x0, y0.Pøíklad.6. Uka¾te, ¾e bod H = [6;�2] je bodem elipsy": (x � 3)225 + 4(y + 4)225 = 1:Napi¹te rovnici teèny této elipsy v bodì H . [t: 3x+ 8y � 2 = 0]14



7. Urèete q tak, aby pøímka y = 2x+ q byla teènou elipsy ": 4x2 + 9y2 = 36. [q = �2p10]Stejným postupem jako u kru¾nice také napí¹eme rovnice teèen k dané elipse z daného bodu, který le¾í vnìelipsy. Tj. nejprve napí¹eme rovnici poláry, pak vypoèítáme prùseèíky elipsy s polárou { dostaneme tak teènébody, kterými hledané (dvì) teèny procházejí. Nakonec napí¹eme rovnici teèny k elipse procházející teènýmbodem (le¾ícím na elipse). Vyzkou¹ejte si tento postup na následujícím pøíkladu.Pøíklad 8. Bodem A = [�6;�2] veïte teèny k elipse ": 4x2 + 9y2 = 36. [t1: y + 2 = 0, t2: 8x� 9y + 30 = 0]Závìreèná poznámka. Teènu ke kru¾nici, která prochází daným bodem le¾ícím na kru¾nici, umíme (celkemjednodu¹e) zkonstruovat. Slo¾itìj¹í situace je v¹ak u teèny k elipse bodem, který na elipse le¾í. Dá se dokázatnásledující vìta:Vìta. Nech» je dána elipsa, nech» E, F jsou její ohniska. Bod T nech» je bod, který le¾í na elipse. Teèna elipsyv bodì T je osou úhlu pøímek ET a FT a to tou osou, která neprotíná úseèku EF .Pøíklady.9. Napi¹te rovnici elipsy s ohnisky E = [2; 5], F = [10; 5], která prochází bodem M = [6; 7].[(x � 6)2 + 5(y � 5)2 � 20 = 0]10. napi¹te rovnice teèen elipsy, která má rovnici (x � 1)2 + (y + 2)24 = 1, v jejich prùseèících s pøímkouy = �2x. [2x� y � 4 = �2p2]11. Urèete hodnotu p tak, aby teèny vedené bodem [p; 0] k elipse 4x2 + 9y2 = 36 byly navtájem kolmé.[p = �p13]3. HyperbolaDefnice. V rovinì jsou dány dva rùzné body E, F a kladné èíslo a 2 R+ takové, ¾e 2a < jEF j. Hyperbola jemno¾ina v¹ech bodù X roviny, pro které platíjjEX j � jXF jj = 2a:Body E, F se nazývají ohniska hyperboly, èíslo a se nazývá hlavní poloosa hyperboly8.
SAE FBX ea b

8stejnì jako u elipsy i v tomto pøípadì pøiznejme, ¾e se vìt¹inou nerozli¹uje mezi pojmy velikost hlavní poloosy | tj. pøesnìjiøeèeno: èíslo udávající velikost hlavní poloosy a samotnou poloosou jako¾to pøímkou. Tudí¾ písmeno a bude nìkdy znaèit samotnouhlavní poloosu a nìkdy velikost hlavní poloosy. 15



Z de�nice (a z obrázku) je hned vidìt, ¾e je hyperbola je (stejn2 jako elipsa) støedovì soumìrná podle støeduúseèky EF . Tento bod se nazývá støed hyperboly a (vìt¹inou) se oznaèuje S. Dále je z obrázku vidìt, ¾ehyperbola se skládá ze dvou þsouvislýchÿ èástí, kterým øíkáme vìtve hyperboly.Oznaèení:S . . . støed hyperbolyE, F . . . ohniska hyperbolyEF . . . hlavní osa hyperbolyosa úseèky EF . . . vedlej¹í osa hyperbolyA, B . . . hlavní vrcholy hyperbolya . . . hlavní poloosadle de�nice musí být: jAF j � jAEj = 2a =) jAF j � jBF j = 2a =) jSAj = aoznaèíme: 2e = jEF j =) e = jSEj = jSF je . . . tzv. excentricita (výstøednost) hyperboly,oznaèíme: b = pe2 � a2b . . . vedlej¹í poloosa hyperbolyPlatí: e2 = a2 + b2Poznamenejme, ¾e z úseèek a, b, e byla u elipsy nejdel¹í hlavní poloosa a, u hyperboly je nejdel¹í excentricita e.Dal¹í úvahy budou velmi obdobné, jaké jsme provádìli u elipsy.V dal¹ím studiu hyperboly si (stejnì jako u elipsy) podstatnì zjednodu¹íme situaci. Budeme se dále zabývatpouze takovými hyperbolami, jejich¾ hlavní osa bude rovnobì¾ná s nìkterou osou soustavy souøadnic.Odvození rovnice hyperbolyZvolme soustavu souøadnic v rovinì tak, ¾e poèátek bude støedem hyperboly (tj. støedem úseèky EF ) asouøadná osa x bude dána pøímkou EF . Pak platí:Bude-li X = [x; y] libovolný bod rovimy, pak bude platit:X 2 h() jjXEj � jXF jj = 2a;tj.: ���p(�e� x)2 + (0� y)2 �p(e� x)2 + (0� y)2��� = 2a (12)(e+ x)2 + y2 � (e� x)2 + y2 � 2 �p(e+ x)2 + y2 �p(e� x)2 + y2 = 4a2e2 + 2ex+ x2 + y2 + x2 � 2ex+ e2 + y2 � 2 �p(e+ x)2 + y2 �p(e� x)2 + y2 = 4a22e2 + 2x2 + 2y2 � 2 �p(x2 + 2xe+ e2 + y2) � (x2 � 2xe+ e2 + y2) = 4a2e2 + x2 + y2 � 2a2 = 2 �p(x2 + 2xe+ e2 + y2) � (x2 � 2xe+ e2 + y2)�e2 + x2 + y2�2 � 4a2 � �e2 + x2 + y2�+ 4a4 = �x2 + e2 + y2�2 � 4x2e2e2x2 = a2 � �e2 + x2 + y2�� a4e2x2 = a2e2 + a2x2 + a2y2 � a4e2x2 � a2x2 � a2y2 = a2 � e2 � a4x2 � �e2 � a2�� y2a2 = a2 � �e2 � a2�Proto¾e v¹ak platí: e2 � a2 = b2, mù¾eme dále psát:x2b2 � y2a2 = a2b2x2a2 � y2b2 = 1 (13)16



Podobnì jako u elipsy bychom dokázali, ¾e platí: ka¾dé øe¹ení rovnice (13) je i øe¹ením rovnice (12). Platítedy následující vìta.Vìta. Je-li dána hyperbola se støedem S = [0; 0] a velikostmi poloos a, b, pak libovolný bod X = [x; y] rovinybude na dané hyperbole le¾et právì tehdy, kdy¾ x2a2 � y2b2 = 1 (14)Rovnice (14) se nazývá støedová rovnice hyperboly.Pøíklad 1. Sestrojte hyperbolu, ve které platí: e = 10 j, a = 8 j. Zvolte mìøítko 1 j = 1;5 cm.(Na zvlá¹tní list papíru proveïte co nejpøesnìj¹í a co nejhezèí konstrukci, tento papír si podepi¹te a vlo¾tedo tìchto materiálù !!)Pøíklad 2. Uka¾te, ¾e graf funkce y = 1x je toto¾ný s mno¾inou v¹ech bodù v rovinì, jejich¾ absolutní hodnotarozdílu vzdáleností od bodù F = [p2;p2] a E = [p2;�p2] se rovná 2p2.Ze støedové rovnice hyperboly plyne:x2a2 � y2b2 = �xa � yb� � �xa + yb� = 1Tj., body X = [x; y] v rovinì, pro které platíxa � yb = 0 _ xa + yb = 0na hyperbole rozhodnì nele¾í. Pøímkám xa � yb = 0 a xa � yb = 0 se øíká asymptoty hyperboly9 (budeme jenadále znaèit a1, a2.)Rovnice asymptot lze upravit na tvar:a1: y = ba � x a2: y = � ba � x
a b asymptoty

Polohy hyperboly� Hyperbola se støedem S = [0; 0]9Obecnì se dá zjednodu¹enì øíct, ¾e asymptota grafu funkce je taková pøímka, ke které se graf funkce (nebo alespoò nìkterájeho èást) neustále blí¾í, ale nikdy se ji nedotkne. Pøesnou de�nici asymptoty usly¹í pouze ti studenti, kteøí nav¹tìvují Semináø zmatematiky v rámci tématu Diferenciální poèet. 17
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x2a2 � y2b2 = 1 y2a2 � x2b2 = 1S = [0; 0] S = [0; 0]E = [�e; 0], F = [e; 0] E = [0;�e], F = [0; e]A = [�a; 0], B = [a; 0] A = [0;�a], B = [0; a]a1: y = bax, a2: y = � bax a1: y = abx, a2: y = �abx� Hyperbola se støedem S = [m;n]
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a2(x�m)2a2 � (y � n)2b2 = 1 (y � n)2a2 � (x�m)2b2 = 1S = [m;n] S = [m;n]E = [�e+m;n], F = [e+m;n] E = [m;�e+ n], F = [m; e+ n]A = [�a+m;n], B = [a+m;n] A = [m;�a+ n], B = [m; a+ n]a1: y � n = ba (x�m), a2: y � n = � ba (x�m) a1: y � n = ab (x�m), a2: y � n = �ab (x�m)Poznámka. Jsou-li asymptoty hyperboly k sobì kolmé (v tomto pøípadì platí a = b), pak se hyperbola nazývárovnoosá hyperbola.Pøíklad 3.Osy hyperboly jsou toto¾né s osami soustavy souøadnic, její excentricita je e = 5. Hyperbola procházíbodem A = [4; 3]. Napi¹te její rovnici a rovnici asymptot.[h1: x210 � y215 = 1; a1: y = p62 x; a2: y = �p62 x, h2: y25 � x220 = 1; a1: y = 12x; a2: y = � 12x ]Obecná rovnice hyperbolyPodobnì jako u kru¾nice a elipsy odvodíme nyní obecnou rovnici elipsy.Je-li dána støedová rovnice hyperboly, napø.:(x�m)2a2 � (y � n)2b2 = 1a algebraicky ji upravíme na tvar A � x2 +B � y2 + C � x+D � y +E = 0kde A;B;C;D;E 2 R, A � B < 0, dostaneme tzv. obecnou rovnici hyperboly.Pøíklad 4. Je dána hyperbola h : 3x2 � y2 � 24x + 6y + 36 = 0 = 0. Najdìte její charakteristické prvky(tj. velikosti poloos, excentricitu, souøadnice støedu, vrcholù a ohnisek, rovnice asymptot).[Øe¹ení: Podobnì jako u kru¾nice a elipsy se budeme sna¾it þdostatÿ z obecné rovnice hyperboly rovnicistøedovou. Pou¾ijeme znovu metodu doplnìní na ètverec:3x2 � y2 � 24x+ 6y + 36 = 03 � (x� 4)2 � (y � 3)2 = 3(x� 4)21 � (y � 3)23 = 119



Tj.: S = [4; 3], a = 1, b = p3.e2 = a2 + b2 = 4 =) e = 2E = [�2 + 4; 3] = [2; 3], F = [2 + 4; 3] = [6; 3], A = [3; 3], B = [5; 3], a1: p3x� y + 3� 4p3 = 0, a2: p3x+ y �� 3� 4p3 = 0.]Pøímka a hyperbolaPodobnì jako u kru¾nice a elipsy mù¾e mít pøímka s hyperbolou dva, popø. jeden, popø. ¾ádný spoleèný bod.Situace v¹ak bude, narozdíl od elipsy, tro¹ièku komplikovanìj¹í.Máme-li dánu hyperbolu h a pøímku p o rovnici p: y = kx+ q, bude vzájemná poloha hyperboly a pøímkyzále¾et na smìrnici k pøímky p.jkj < ba jkj = ba ^ S 2 p jkj = ba ^ S 62 p
S a1

a2a b p S a1
a2a bp S a1

a2a b p
2 spoleèné body ¾ádný spoleèný bod jeden spoleèný bodp je seèna p je asymptotajkj > ba ^ S 2 p jkj > ba ^ S 62 p jkj > ba ^ S 62 p

S a1
a2a bp S a1

a2a bp S a1
a2a bp¾ádný spoleèný body dva spoleèné body jeden spoleèný bodp je teènaTeèna hyperbolyJe-li dána hyperbola h: x2a2 � y2b2 = 1 a její bod T = [x0; y0], potom bychom podobnì jako u elipsy dokázali,¾e teèna t hyperboly v teèném bodì T = [x0; y0] má rovnicit: x � x0a2 � y � y0b2 = 1
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Je-li dána hyperbola h: (x�m)2a2 � (y � n)2b2 = 1, pak teèna t v bodì T = [x0; y0] má rovnicit: (x�m) � (x0 �m)a2 � (y � n) � (y0 � n)b2 = 1Podobnì by to dopadlo pøi dalsích mo¾ných rovnicích (a tedy poloh) hyperboly.Pøíklad 5. Bodem K = [2; 3] hyperboly h: x22 � y29 = 1 veïte v¹echny pøímky, které s ní mají spoleèný právìjeden bod.[Øe¹ení: Právì jeden bod s hyperbolou má pøímka, která je teènou hyperboly a pak pøímka, která je rov-nobì¾ná s asymptotou. Ponìvad¾ þna¹eÿ hledaná pøímka má navíc procházet bodem K, budou øe¹ením úlohycelkem tøi pøímky: teèna v bodì K a dvì rovnobì¾ky s jednotlivými asymptotami procházejícími bodem K.Rovnice teèny procházející bodem K = [2; 3]:t: x � 22 � y � 33 = 1x� 13y = 1t: 3x� y � 3 = 0Rovnice pøímek p1 a p2 rovnobì¾ných s asymptotami procházející bodem K = [2; 3]:a1: � xp2 � y3� = 0 a2: � xp2 + y3� = 03x�p2y = 0 3x+p2y = 0p1: 3x�p2y + c = 0 p2: 3x+p2y + c = 0K 2 p1: 6� 3p2 = �c K 2 p2: 6 + 3p2 = �cc = 3p2� 6 c = �3p2� 6p1: 3x�p2y + 3p2� 6 = 0 p2: 3x+p2y � 3p2� 6 = 0Øe¹ením jsou tedy tøi pøímky: 3x� y � 3 = 0, 3x�p2y + 3p2� 6 = 0, 3x+p2y � 3p2� 6 = 0.]Pøíklad 6. Napi¹te rovnici teèny hyperboly h: (x� 4)2 � 13 (y� 3)2 = 1 v jejím bodì A = [2; 6]. Ovìøte, ¾e tatoteèna má s hyperbolou právì jeden spoleèný bod. [t: 2x+ y � 10 = 0]Pøíklady.7. Urèete ohniska hyperboly s rovnicí 10x2�5y2 = 50. Napi¹te rovnici hyperboly, která má stejné asymptotyjako daná hyperbola, ale prochází bodem M = [10; 0]. [[p15; 0]; [�p15; 0], 10x2 � 5y2 = 1000]8. Hyperbola má ohniska E = [�5; 0], F = [5; 0] a prochází bodem M = [1; 0]. Napi¹te její rovnici.[24x2 � y2 = 24]9. Hyperbola má rovnici (x� 3)2� 4y2 = 1. Najdìte její prùseèíky s osou y a rovnice teèen v tìchto bodech.[[0;�p2], 3x� 4yp2� 8 = 0]4. ParabolaO parabole do této doby víme, ¾e je grafem kvadratické funkce, ale pøesnou de�nici paraboly zatím neznáme(o�ciálnì).Defnice. V rovinì je dán bod F a pøímka q, která jím neprochází. Parabola je mno¾ina v¹ech bodù roviny,které mají stejnou vzdálenost od bodu F a od pøímky q. Bod F se nazývá ohnisko paraboly a pøímka q senazývá øídící pøímka paraboly. 21



VF
X

qParabola zøejmì prochází bodem V , který je støedem úseèky FD, kde D je pata kolmice vedené z ohniska Fk øídící pøímce q. Tento bod V se nazývá vrchol paraboly.Dále je zøejmé, ¾e je parabola osovì soumìrná podle kolmice na øídící pøímku q procházející bodem F . Tatopøímka se nazývá osa paraboly.Pøíklad 1. Uka¾te, ¾e graf funkce f : y = x2je toto¾ný s mno¾inou v¹ech bodù roviny, které mají od boduF = �0; 14� stejnou vzdálenost jako od pøímky q: y = � 14 .V dal¹ím studiu paraboly si opìt podstatnì zjednodu¹íme situaci. Budeme se dále zabývat pouze takovýmiparabolami, jejich¾ osa bude rovnobì¾ná s nìkterou osou soustavy souøadnic.Odvození rovnice parabolyPøedpokládejme, ¾e parabola je dána svým ohniskem F a øídící pøímkou q. Oznaème p = jFqj vzdálenostbodu F od pøímky q. Zvolme dále soustavu souøadnic v rovinì tak, ¾e poèátek bude vrcholem paraboly asouøadná osa y bude její osou (tj. ohnisko F bude le¾et na ose y.) Pak bude mít zøejmì bod F souøadniceF = �0; 12p�, pøímka q má rovnici y = �p2.Pak platí:Bude-li X = [x; y] libovolný bod rovimy, pak bude platit:X 2 par () jXF j = jXqj;tj.: rx2 + �y � p2�2 = ���y + p2 ���x2 + y2 � py + 14p2 = y2 + py + 14p2x2 = 2pyVìta. Je-li dána parabola s vrcholem V = [0; 0] a její¾ osa je toto¾ná s osou y (a oznaèíme-li p = jFqj, tj. pje vzdálenost ohniska a øídící pøímky), pak libovolný bod X = [x; y] roviny bude na dané parabole le¾et právìtehdy, kdy¾ x2 = 2py (15)Rovnice (15) se nazývá vrcholová rovnice paraboly.Poznámka. Upozoròujeme na skuteènost, ¾e parabola jako¾to jediná ku¾eloseèka nemá støed, ale má vrchol.Je to tedy jediná vrcholová ku¾eloseèka. Kru¾nice, alipsa a hyperbola patøí mezi tzv. støedové ku¾eloseèky.Polohy paraboly 22



� Parabola s vrcholem V = [0; 0], osa je toto¾ná s osou y
x

y
VF q xy VF q

x2 = 2py x2 = �2pyV = [0; 0] V = [0; 0]F = �0; 12p�, q: y = � 12p F = �0;� 12p�, q: y = 12p� Parabola s vrcholem V = [0; 0], osa je toto¾ná s osou x
x

y
V F

q
x

y
VF
qy2 = 2px y2 = �2pxV = [0; 0] V = [0; 0]F = �12p; 0�, q: x = � 12p F = �� 12p; 0�, q: x = 12p� Parabola s vrcholem V = [m;n], osa je rovnobì¾ná s osou y

23



0 x

y
VF q
m

n 0 x
y VF q

m
n

(x�m)2 = 2p � (y � n) (x�m)2 = �2p � (y � n)V = [m;n] V = [m;n]F = �m;n+ 12p�, q: y = n� 12p F = �m;n� 12p�, q: y = n+ 12p� Parabola s vrcholem V = [0; 0], osa je rovnobì¾ná s osou x
0 x
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V F
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(y � n)2 = 2p � (x�m) (y � n)2 = �2p � (x�m)V = [m;n] V = [m;n]F = �m+ 12p; n�, q: x = m� 12p F = �m� 12p; n�, q: x = m+ 12pPøíklad 2. Uka¾te, ¾e rovnicí y2� 6x� 4y = 0 je dána parabola. Urèete její charakteristické prvky (souøadnicevrcholu, ohniska, rovnici øídící pøímky, parametr), Uka¾te dále, ¾e vzdálenost poèátku soustavy souøadnic, kterýje bodem paraboly, od ohniska je stejná jako jeho vzdálenost od øídící pøímky.Vzájemná poloha pøímky a paraboly 24



Zøejmì mù¾e mít pøímka s parabolou spoleèné právì dva body nebo právì jeden bod nebo nemají ¾ádnýspoleèný bod. Pøitom ka¾dá pøímka, která je rovnobì¾ná s osou paraboly má s parabolou spoleèný právì jedenbod, takové pøímce se v¹ak teèna k parabole neøíká10. Pod pojmem teèna paraboly budeme rozumìt takovoupøímku, která bude mít s parabolou právì jeden spoleèný bod a nebude procházet ¾ádným vniøním bodemparaboly.Teèna parabolyZabývejme se (nejprve geometricky) teènou k parabole. Pro vìt¹í názornost mìjme dánu parabolu, která mávrchol v poèátku soustavy souøadnic a má osu toto¾nou s osou x. Taková parabola má tedy rovnici x2 = 2py,pøièem¾ platí, ¾e ohnisko F = �0; p2� a øídící pøímka q má rovnici q : y = �p2 . Zvolme na parabole libovolnýpevný bod X0 = [x0; y0]. Oznaème dále Y0 patu kolmice k øídící pøímce q z bodu X0.Pak platí: Teèna k parabole procházející bodem X0 je osou úseèky Y0F .[Dk.: Ponìvad¾ je bod X0 bodem paraboly, musí(dle de�nice paraboly) platit:jX0F j = jX0Y0jtak¾e je trojúhelník X0Y0F rovnoramenný se zá-kladnou Y0F . Oznaème t osu základny Y0F a azvolme na pøímce t nìjaký dal¹í bod X 6= X0.Oznaème dále Y patu kolmice vedené na øídícípøímku q z bodu X . Proto¾e je bod X bodem osyúseèky Y0F , musí platit:jXF j = jXY0ja dále tedy platí:jXF j = jXY0j > jXY j = v(X; q)tak¾e bod X nwemù¾e le¾et na parabole. Dokázalijsme tak, ¾e na pøímce t existuje jediný bod X0,který le¾í zároveò na parabole, tj. dokázali jsmetak, ¾e pøímka t je opravdu teènou paraboly. ]anavíc zøejmì le¾í støed základny Y0F na ose x
x

y
V=0F=[0;p2 ] q

X0=[x0;y0]
Y0=[x0;�p2 ]

X
Y t

Odvodíme nyní rovnici teèny paraboly v jejím bodì X0. Dokázali jsme vý¹e, ¾e je to osa úseèky Y0F , kdezøejmì je Y0 = �x0;�p2 � a F = �0; p2�. Teèna má proto rovnicix0x� py + d = 0:Hodnotu koe�cientu d urèíme z podmínky, ¾e tato pøímka prochází bodem X0, tak¾e musí platitx20 � py0 + d = 0 =) d = py0 � x20 = �py0 (je toti¾ x20 = 2py0)Teèna t paraboly má proto rovnici: x0x� py � py0 = 0nebo-li t: x0x = py + py0Podobnì bychom odvodili, ¾e rovnice teèny t paraboly (x�m)2 = 2p(y � n) v jejím bodì X0 = [x0; y0] jet: (x�m) � (x0 �m) = p(y � n) + p(y0 � n)A také: rovnice teèny t paraboly (y � n)2 = 2p(x�m) v jejím bodì X0 = [x0; y0] jet: (y � n) � (y0 � n) = p(x�m) + p(x0 �m)10podobnì jako u hyperboly napøíklad proto, ¾e takováto pøímka prochází i nìjakými vnitøními body paraboly.25



a podobnì pro dal¹í tvary rovnic parabol.Pøíklad 3. Napi¹te rovnici teèny paraboly s rovnicí x2 = 4y v jejím bodì [4; ?] a uka¾te, ¾e tento bod je jedinýmspoleèným bodem teèny a paraboly. [t: 2x� y � 4 = 0]Pøíklad 4. Urèete charakteristické prvky paraboly x2+y2 = (x�c)2(c 6= 0). Dále napi¹te teèny k této parabolev bodech A = [ 12c; 0] a B = [0; c]. [V = [ 12c; 0], F = [0; 0]. t1: x = 12c, t2: y = �x+ c.]Pøíklady.5. Urèete charakteristické prvky paraboly y = 2x2. [V = [0; 0], F = [0; 18 ], [q: y = � 18 ]]6. Napi¹te rovnici paraboly s ohniskem F = [2; 1] a øídící pøímkou p: x = �4. Urèete její vrchol.[(y � 1)2 = 12(x+ 1), V = [�1; 1]]7. Bodem M = [2; 2] paraboly s rovnicí y2 � 6x+ 8 = 0 veïte pøímky, které nemají s parabolou ¾ádný dal¹íspoleèný bod. [2y � 3x+ 2 = 0, y = 2]8. Napi¹te rovnici teèny paraboly, která má rovnici y2 � 4y + 12x = 0, v jejím bodì O = [0; 0]. Uka¾te, ¾etato teèna pùlí úhel mezi osou x a pøímkou OF , kde F je ohnisko paraboly. [y = 3x, F = [� 83 ; 2]]9. Najdìte teènu paraboly o rovnici y2 � 4y � 6x+ 22 = 0, rovnobì¾nou s pøímkou p: y = x. [2y = 2x+ 1]10. Urèete p tak, aby se parabola, která má rovnici y2 = 2px, dotýkala pøímky q: y = x2 + 5. [p = 5]11. Parabola je dána rovnici x2 � 2x� y+4 = 0. Které její teèny procházejí poèátkemm soustavy souøadnic?[y = 2x, y = �6x]
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