C. ANALYTICKA GEOMETRIE KUZELOSECEK

KuzZelosecky — spoleény nazev pro kruznici, elipsu, hyperbolu a parabolu.
Lze je ziskat jako pruniky rotacnich kuzelovych ploch a rovin.

Kruznice, elipsa a hyperbola patii mezi tzv. stredové kuZelosecky — jsou soumérné podle svého stiredu.
Parabola je (jedind) nestredovd kuZelosecka.

1. KruZnice
Definice. KruZnice je mnozina v8ech bodi v roviné, které maji stejnou vzdalenost od daného bodu (tzv. st¥edu
kruZnice).

Tedy, je-li ddna kruznice k(S,r), S = [m,n], pak pro libovolny bod X = [z, y] v roviné plati:

Xeck<=|SX|=r<=/(z-m2+@Hy—n2=r (1)
Bod X = [z,y] bude tedy lezet na dané kruznici k pravé tehdy, pokud bude platit

Vie—mpP T y—n?=r

nebo-li
(¢ —m)® + (y = n)? =1
Definice. Necht k(S,r), S = [m,n], je libovolna kruznice. Rovnice
(& —m)? + (y = n)? =1

se nazyva stfedova rovnice kruznice.

Poznamka.

1. VysSe uvedend rovnice kruznice se nazyva stiedovd ziejmé proto, ze z ni lze jednoduse zjistit souradnice
stfedu kruznice (a také polomér kruZnice).

2. Uvédomte si, Ze z (3) bezprostiedné plyne, Ze bod X = [z,y] leZi na dané kruznici k pravé tehdy kdyz
plati: (z —m)? + (y —n)? = r2, tj. pokud tato rovnice neplati, pak nemtize bod X na kruznici k lezet.

Priklad 1. Napiste rovnici kruznice k se stfedem S = [\/5, —1] a polomérem r = V3.
Zjistéte dale, zda na nf lezi bod A = [21/2,0].

[Redeni: k: (z — v2)? + (y +1)2 = 3.
Zjistime déle, zda A € k. Bude to pravé tehdy, pokud bude platit:

2V2-Vv2)2+(0+1)2=3
Jednoduchym propoc¢tem zjistime, 7e uvedena rovnost je platnd, tj. bod A na kruznici k lezi.]

Vezememe-li stfedovou rovnici kruznice
2 2 2
(x—=m)"+(y—n) =17,
umocnime levou stranu a upravime, dostaneme rovnici

22 +y*+(=2m) -z + (=2n) -y + (m* +n® —r?) =0,

kterou lze psat ve tvaru
22 +y*+Cer+Dy+E=0,

kde C, D, E € R (n&jaka konkrétni ¢isla).



Definice. Rovnice

se nazyva obecna rovnice kruZnice.

Je dillezité se naucit mechanismus ,,pfechodu“ mezi stfedovou rovnici kruznice a obecnou rovnici kruznice.
Ptevod stiedové rovnice na obecnou je jednoduchy: staci stfedovou rovnici algebraicky upravit. Mirné slozitéjsi
je opacny prevod, pii kterém vyuzijeme metody doplnéni na Ctverec.

Priklad 2. Najdéte stied a polomér kruznice dané rovnici
2 2 -
¥4y +4z—-8y+1=0
[ReSeni: Postupné upravujeme:

22 +dr+y® -8y =—1
?+4r 4449 -8y+16=—-1+4+16=19
(z+2)*+(y—4)°=19

Tj.: S =[-2,4], 7 =/19]
Polozme si opac¢nou otazku: Je kazZdd rovnice tvaru
22+y’+C-z+D-y+E=0,
kde C,D, E € R rovnici nékteré kruznice 2 Odpové—d je ziejmé zapornd. Urdité rovnice 22 + 32 + 1 = 0 neplati
pro zadnd z,y € R a tudiz nemize vyjadfovat ani zddnou kruznici.

Priklad 3. Rozhodnéte, zda rovnice 22 4+ y? — 42 4+ 7 = 0 je rovnici nékteré kruznice.

[ReSeni: sta¢i obecnou rovnici postupné upravovat stejné, jako pfi pfevodu na st¥edovy tvar:

22 —dx4y® =7
2 —dr4+44+9y>=-T+4=-3
(x—2)? +y*=-3

Ponévad? je viak r? < 0, nemiize byt zadand rovnice rovnici kruznice.]
Priklad 4. Pro které hodnoty p je rovnice
2, .2 —
+y"+3r—y+p=0
rovnici kruznice ? Uréete pak soufadnice stfedu a jeji polomér. [Prop< 2;S=[-2,1],r=4/—-p+3]

Piiklad 5. V roviné jsou dédny body A = [2,—1], B = [-2,3]. Urete mnozinu viech bod X v roving, pro
které jsou pfimky AX a BX navzdjem kolmé.
[ReSeni: provedeme dvéma zpiisoby:
I. ,geometrické“ feSeni: z naSich dosavadnich dlouholetych geometric-
kych studii bychom méli védét, ze rfeSenim je Thaletova kruznice nad
useckou AB. Tj. stfed hledané kruznice bude ve stfedu tsecky AB a X
délka tisecky AB bude primérem hledané kruznice. Vypoctem zjistime,
ze hledanou mozinou bodi je kruznice k, kterd ma rovnici:

kra? 4+ (y—1)>=8 A S B

neboli®
kia? 4y —2y—7=0

2Obecné zndme dva tvary rovnice kruznice: stiedovou a obecnou. Pokud v zadéani
neni feCeno, jaky tvar mame uvést, je to uplné jedno.



II. ,analytické“ feSeni: Ozna¢me X = [z,y] hledané body. Ze zadani m4 platit:
AX 1. BX = AX1 BX=— AX-BX=0
Déle plati: AX = (z — 2,y + 1), BX= (z + 2,y — 3), tj. musi platit:

(z=2)-(z+2)+(@y+1)-(y—3)=0
P —44+9y*-2y—-3=0
2 4y? —2y—-7=0

Tj. hledanou mnoZinou vSech bodt X je kruZnice k, kterd ma (obecnou) rovnici:

Bra?4+y? —2y—7=0 ]

Piiklad 6. Uréete mnozinu viech bodd roviny, které maji od bodu A = [1,—2] t¥ikrat vétsi vzdélenost nez od
bodu B = [-3, 6]

[Refeni: Oznaéme nejprve soufadnice hledaného bodu X = [z,y]. Podle zaddni musi platit (mizeme se
podivat na obrézek):

|AX| = 3-|BX]|

Pokud si to rozepiseme a upravime, dostaneme:
|AX|=3-|BX|
Vi =12+ (y+2)2=3-/(z+3)* +(y - 6)°

224+ Tx+y% — 14y = —50

7\’ , 45
7

Zjistujeme tedy, 7e hledanou mnoZinou vech bodi je kruznice se stfedem S = [—I,7] a polomérem r =
_3
=35

Poznamka. Pokud predchozi piiklad zobecnime, plati: jsou-li dany dva rtzné body A, B, pak mnoZinou v8ech

‘SU‘
I |

AX
bodt X roviny, pro které plati ||BX|| =k (= |AX|=k-|BX]) je pro:

e k=1 osa Gsecky AB

e k#£1, ke Rt kruznice; tzv. Apolloniova kruznice!

L Appollonios z Pergy (asi 200 1 pf.n.l.) — vyznamny ¥ecky matematik



Dalsi, takovou typickou tlohou, je napsat rovnici kruznice prochazejici tfemi body. Vime, ze kazdymi tfemi
body, které nelezi na jedné p¥imce, prochdzi jednozna¢né uréené piimka (kruznice opasand trojihelniku uréeného
danymi body). To, 7e k jednoznaénému zadani kruznice sta¢i t¥i body?, miizeme vysledovat také z obecné
rovnice kruznice. V této rovnici plati: abychom urcili konkrétni kruznici, musime nalézt tii koeficienty C, D,
E?. Tj. musime najit tii koeficienty, které nalezneme pomoci t¥i bod.

Ptiklad 7. Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi body A = [2,1], B = [3,0], C = [0, 5].

[R.: do obecné rovnici kruznice k: 22 +y2? + Cz + Dy + E = 0 dosadime postupné soutadnice bodt 4, B, C
(ponévadz tyto body leZ{ na kruZnici k, musi tedy jejich soufadnice vyhovovat rovnici kruznice k). Dostaneme
tak soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych C, D, E:

5+2C+D+E=0

9+3C + +E=0
25+ 5D+ E =0

jejiz feseni je C' = —18, D = —14, E = 45. Hledana kruZnice mé rovnici:

k:a® +9y? — 182 — 14y +45=0 ]

Kruznice a primka

Vzajemnou polohou primky a kruznice jste se jiz zabyvali pfed mnohymi léty. Moc dobie vime, Ze jsou tii
mnoznosti — piimka p ma s kruznici k

dva spole¢né body jeden spolecny bod zadny spole¢ny bod

o O A

v

primka p je seéna kruznice k pfimka p je te€na kruZnice £  piimka p je vnéjsi pFimkou kruznice k

Zjistit, jakou vzajemnou polohu ma kruznice a pfimka, znamend vlastné zjistit, kolik maji spole¢nych bodd,
coz vede na FeSeni soustav rovnic.

Priklad.

8. Urdete vzajemnou polohu piimky p: 2z — y — 8 = 0 a kruznice k: 22 + y2 — 22 + 4y = 0. [pfimka p je
se¢nou kruznice k, apoletné body: Pi = [2,—4], P, = [18, -8]]

9. Urcete vzdjemnou polohu kruznice dané rovnici k: 22 + y?> — 22 +6y +9 = 0 a piimky p:y =z +c v
zavislosti na hodnoté parametru ¢ € R. [p je sefna <= c € (—4 - V2, -4+ \/5), p je teCna

< c€{-4—-V2—4+2}; p je vngjsi pifmka <= ¢ € (—o0, —4 — V2) U (-4 + V2, +00);]

Nyni se budeme zabyvat (pro geometrii) jednou typickou tlohou: konstrukci tecny ke kruznici. Nejprve se
vénujme konstrukei teény prochazejici danym bodem, ktery na kruznici lezi. Podotknéme, Ze se budeme zabyvat
nikoli konstrukénim, nybrz analytickym Fesenim?.

Ptiklad 10. Je dana kruznice k: (x —m)% + (y — n)? = r? a jeji bod T = [xg,yo]. Napiste rovnici tecny této
kruznice v bodé dotyku T'.
[Resent:

2nelezici na jedné piimce

3znovu zdiirazndme, %e nemiizeme zvolit ,za koeficienty“ libovolnd tii &isla C, D, E. Ne vidy se bude jednat o kruznici. Ale v
naSem piipadé diskutujeme pocet koeficientii.

4konstrukéni fefeni je trividlni a naudili jste se ho — snad — jiz v sekund@



S=[m,n]

Rozhodneme se, Ze napiSeme obecnou rovnici tec¢ny t. Zde plati: np = ST, ST = (xg — m,yo — n), tj.:
t:(xo—m)-z+(yo—n)-y+c=0

Ale bod T € t, tj.:

(o —m) - xo + (Yo —n) Yo + ¢ = 0= c = —zo(x0 — M) — Yo(yo — )
Potom:

t:(@o—m)-r+ (yo—n) y—20-(¥o—m)—yo-(yo—n)=0
A po jednoduché Gpraveé
t: (zo —m) - (. — o) + (Yo —n) - (y —y0) =0 (2)
Zkusime tuto rovnici tecny ¢ jesté dale zjednodusit. Vyuzijeme pritom faktu, ze bod T lezi téZ na kruznici k:
(zo —m)* + (yo —n)” =71’
(o —m) - (z —x0) + (yo —n) - (y —y0) =0

Po secteni téchto rovnic dostaneme:

(xg —m) - (w0 —m +x —x0) + (yo —n) - (Yo —n +y —yo) =1’

(zo —m)-(x—m)+(yo—n)-(y—n)=r> ]

Véta. Rovnice te¢ny t ke kruznici k: (z —m)? + (y —n)? = r? v bodé dotyku T' = [z, yo] je

(w0 —m) - (& —m) + (yo —n) - (y —n) =1

Priklad.
11. Napiste rovnici te¢ny kruznice k: (z — 2)? + (y + 1)? = 4 v bodé dotyku T = [2,50], yo > 0. [t:y — 1 = 0]
12. Napiste rovnice teden kruznice k: 22 + y?> — 6z — 4y + 3 = 0 v jejich priseéicich s piimkou p: y = = + 3.

Urcete pak priisecik P téchto tecen. [t1:3x—y+3=0,t0:2—3y+13=0,P = [%, %]]

Nyni piejdéme k dalsi , typické“ geometrické tloze o te¢nach. Receno analyticky: napsat rovnice tecen k dané
kruznici prochdzejici dangm bodem (ktery nemusi na dané kruznici leZet).

Ptiklad 13. Je déna kruznice k: (x —m)? + (y —n)? = r®> a bod A = [z1,y1], ktery lezi vné kruznice k. Napiste
rovnice tecen ke kruznici k£ z bodu A.
[Resent:

A=[z1,y1]

1>
to



Oznatme T = [xg, yo] bod dotyku.
Vime, Ze tena t ma (obecné) rovnici

t: (o —m) - (¢ —m) + (yo —n) - (y —n) =r°
Na pfimce ¢ lezi bod A, tj. musi platit:
(1 —m) - (w0 —m) + (y1 —n) - (yo —n) =1 (3)
Podivame-li se na rovnici (3) jesté jednou, vyplyva z ni, 7e bod T = [xg, yo] rozhodné lezi na piimce
p:(z—m)-(z1 —m)+(y—n)-(y1 —n) =7 (4)

Na této primce ale lezi oba body dotyku T4, T», takze pfimka p je zaroven rovnici pfimky 7775. Tato pfimka se
nazyvéa polara bodu A vzhledem ke kruznici k°.

t1
T
A
e S
k
T
to
polara

Nyni je jiz jasny postup pfi psani rovnic tecen ke kruznici z bodu lezictho vné kruznice:
1. NapiSeme rovnici polary p bodu A vzhledem ke kruZnici k

pi(x=m) - (z1 =m)+(y—n)-(y —n) =1

2. Vypo¢itdme priseciky Ty, T» polary p a kruznice k (dostaneme tak body dotyku hledanych tefen a
kruznice k).

3. NapiSeme rovnici te¢ny kruznice k v bodé T} (a dostaneme tak prvni hledanou te¢nu) a pak rovnici teény
v bodé dotyku T (druhd hledand te¢na).

Uvedeny postup si vyzkousejte na konkrétnim ptikladu.

Priklad 14. Napiste rovnice tecen ke kruznici k: 22 — 4z +y> + 6y —3 =0z bodu A = |2+ @; —3].

[ResSeni: zapiSeme stru¢né podle vyse uvedeného postupu. Nejprve pievedeme obecny tvar rovnice kruznice k

na stfedovy tvar:
k:(x =2+ (y+3)* =16

Nyni uz mizeme pouzit zninéného postupu.
1.ppx—2— V7=0
2. Ty = [2+V7,0], o = [2+ V7, 6]
3.t VT +3y — 27T —7=0, to: VT2 — 3y — 27— 25 =0.

5pokud le#i dany bod A vné kruZnice, zfejmé& vidy existuji dva body dotyku Ty, Ts, tj. poldra je opravdu v tomto piipadé urdena
body Ti, T». Déle si uvddomme, Ze ziejmé& pro riizné body A (lezici vné kruZnice) jsou body dotyku tecen ke k rtizné, tj. i polary
jsou rizné. Naopak: lezi-li bod A vné kruZnice k, je polara jjednoznaéné uréena.




No a opravdovou ,lahtidkou“ je vypocet spolecnych tec¢en ke dvéma kruznicim. Vypocet v podstaté ,kopi-
ruje“ konstrukéni feseni (ve kterém se samoziejmé vyuziva stejnolehlost).

Priklad 15. Napiste rovnice spole¢nych tecen ke kruznicim

kra?+y? —dx—2y+4=0
La®+y? +4e+2y—4=0

[Vysledek: ty: 4z —3y —10 =0, t2: y —2 =0, tt3: 3x + 4y —5=0, t4: . — 1 = 0]
Uvedme déle jesté jedno (vcelku z¥ejmé) tvrzeni.

Véta. Je-li dana kruznice k(S,r), S = [m, n], pak pro libovolny bod X = [z, y] roviny plati:

X lezi na kruznici k <= (x —m)? + (y —n)? =r?

X lezi v kruhu K (S,r) <= (z—m)”> + (y —n)? <r?

2 2

X lezi vné kruhu K (S,r) < (z—m)?>+ (y —n)? >r

No a na tGplny zavér ,,povidani“ o kruznici si uvedme jesté nékolik prikladkai.

Priklady.
16. Vedte bodem M = [2,1] te¢ny ke kruznici s rovnici (z — 5)% + (y — 10)%> = 9. [x =2,42 — 3y — 5 =0]
17. Urcete body dotyku tecen vedenych bodem O = [0, 0] ke kruZnici s rovnic{ 22 + y? + 10z + 10y + 49 = 0.
1= -8i-3], - [-3-%)

18. Najdéte priseciky kruznic danych rovnicemi 22 + y? — 4z —2y+3 =0, 22 + 9> -4z —4y+7=0. V

kazdém pruseciku urcete tecny obou kruznic a thel, ktery teény sviraji. [[L,2],[3,2],y—z—1=0,
r—1=0,T24+y—-5=0,z-3=0,

19. Ukazte, Ze pro kazdé ¢t € R lezi bod K = [2 + 3cos t;7 + 3sin ¢] na kruZnici se stfedem S = [2,7] a
polomérem r = 3. 6.

20. Ukaite, Ze pro kazdé t € R lezi bod K = [10cos®t;10sin ¢ cos t] na kruznici se sttedem S = [5,0] a
polomérem r = 5.

21. Napiste rovnici kruznice, ktera

a) prochézi stfedy stran trojahelniku ABC, A = [1,5], B = [3,9], C = [5, —3]. Urcete jeji priseciky se
stranami teojihelniku ABC;

b) m4 stied v bodé S = [5,4] a dotyka se p¥imky p: 5z — 12y — 29 = 0;

c¢) prochédzi bodem M = [2,4] a dotyka se obou souradnicovych os.
2?2 —dz +y? —4dy+4=0, 22 + y* — 202 — 20y + 100 = 0]
22. Pro ktera p € R je rovnici 22 + y2 — 22 + 8y + p = 0 déna kruznice? Urcete p tak, aby tato kruznice

a) prochézela poc¢atkem soustavy souiadnic;
b) dotykala se osy z;
c) dotykala se osy y.

[p <17.a)0; b) 1; c) 16.]

60becné lze ukazat, e rovnicemi

r=m-+r-cost

y=mn-+r-sint ,kde t € langle0, 27)

je urlena kruZnice se stfedem S = [m,n] a polomérem r. Tyto rovnice se nazyvaji parametrické rovnice kruZnice k.



2. Elipsa

Defnice. V roviné jsou dény body E, F a ¢islo a € R takové, Zze 2a > |EF|. Elipsa je mnozina v8ech bodi X
roviny, pro které plati

|[EX|+ |XF| = 2a.

Body E, F se nazyvaji ohniska elipsy, ¢islo a se nazyva hlavni poloosa elipsy”’.

Z definice (a z obrazku) je hned vidét, Ze je elipsa stfedové soumérnd podle st¥edu tsecky EF. Tento bod
se nazyva stred elipsy a (vétSinou) se oznacuje S.

Oznadeni:

S

E F ...

)

EF
A, B

c,D ...

a

stied elipsy

ohniska elipsy

hlavni osa elipsy

hlavni vrcholy elipsy

vedlejsi vrcholy elipsy

hlavni poloosa

dle definice musi byt: |FB| 4+ |BE| = 2a = |AE| + |EB| =2a = |SB| =a
vedlejsi poloosa, b = |SD|
tzv. excentricita (vystiednost) elipsy, |[EF| =2e = |SF| =e¢

Poznamka. Je-li £ = F, pak je elipsa kruznici s polomérem a.

V dalsim studiu elips si podstatné zjednodusime situaci. Budeme se dale zabyvat pouze takovymi elipsami,
jejichz hlavni a vedlejsi osy budou rovnobézné s osami soustavy souradnic.

"Pfiznejme hned na zalatku, %e se vét§inou nerozli$uje mezi pojmy velikost hlavni poloosy — tj. pfesnéji feeno: cislo uddvagici
velikost hlavni poloosy a samotnou poloosou jakozto primkou. TudiZ pismeno a bude nékdy znacit samotnou hlavni poloosu a nékdy
velikost hlavni poloosy.



Odvozeni rovnice elipsy

Zvolme soustavu soufadnic v roviné tak, Ze pocatek bude stfedem elipsy (tj. stfedem tsec¢ky EF') a soufadné
osa x bude dana primkou EF'. Pak plati:
Bude-li X = [z,y] libovolny bod rovimy, pak bude dozajista platit:

X €e<= |XE|+|XF|=2a,

tj.:

Vice—2)2+ (0 -y +/(e—2)2+(0-y)> =2a (5)
(e+2)?+y+(e—22+y2+2- e+t +42 (e—2)2+y2 = 4a?

2-(e+x)2+y2-(e—z)2+y2=4a> -2y — (e+ )’ — (e—x)? =

—e2 4+ 2z —2%=

=4a® - 2y®> —e®> — 2ex — x
= 4a? — 2y? — 2¢% — 222
VT o Sle— o 4P =2 — (4 + ¢+ 2?)
(e + 2% +y* + 2ex) - (% +2° + y° — 2ex) = 4a” — 4a® (y2+62+m2)+(y2+62+m2)2
o222 — o2 (y2+e2+x2) — a?y® + a2 +a*2® —a
a4—a2y2—a2e2=w2-(a2—e2)

0,2 . (0,2 _62) _a2y2 =£L"2 . (a2 _62)

4

Protoze vsak plati: a2 — e? = b?, miizeme dale psat:

a2b? — a2y? = 22b?

621‘2 + a2y2 _ a2b2

r .Y (6)

Nékolikrat jsme v8ak pouzili operaci umochovani, coz neni ekvivalentni Gprava. Otazka tedy zni: jsou rovnice
(5) a (6) ekvivalentni ? V pfedchozich vypoctech jsme ukédzali, ze kazdé feSeni rovnice (5) je i FeSenim rovnice (6).
Plati to i naopak ?

Tj., necht [z,y] spliiuje rovnici

Pak plati:
2262 + y2a? = a2b?

P (1B o) (1o D) me ey F
a

Vypoéitejme nyni postupné levou stranu (5):

e
a+ —x
a

(8)

2 2 2
Vie+z)?2+y :\/€2+2€$+ZE2+0,2—ZL’2—62+Z—2$2=\/a2+26$+%$2=\/<a+2$> =

e
Ukazeme, ze musi vzdy platit: a + —z > 0.
a
Vime toiz z predpokladu, ze plati:

1.2 2 $2
S+5=1=5<1=2s"<d = z|<a
a



Déle plati:
ze

e e e
=—|z|<|z|<a=-——2<a= -z >—a
a a a

a

Takze:
e e e
a>a N —x>—-a=—a+-zr>a—a=0=a+-2x>0
a a a

Celkoveé tedy:
(e+2)? +y* =

e e
a+ —r =a+ —T
a a
e
Podobné se ukéze, ze \/(e — )2 + y2 = a — —z.
a
Prava strana rovnice (5) je tedy:
e €
a+-zr+a——x=2a
a a

coz se rovna levé strané rovnice (5) a tedy usporfddand dvojice [z,y] je FeSenim i rovnice (5).
Po velkych a mozna i naro¢nych vypoc¢tech muzeme tedy konstatovat nasledujici vétu:

Véta. Je-li ddna elipsa se stfedem S = [0, 0] a velikostmi poloos a, b, pak libovolny bod X = [z, y] roviny bude
na dané elipse lezet pravé tehdy, kdyz

Z+L =1 9)

Rovnice (9) se nazyva stfedova rovnice elipsy.

Priklad 1. Sestrojte elipsu, ve které plati: a = 5 j, b = 3 j. Zvolte méfitko 1 j = 1,5 cm.
(Na zvlastni list papiru provedte co nejpiesnéjsi a co nejhezci konstrukci, tento papir si podepiste a vlozte
do téchto materiala )

Ptiklad 2. Napiste rovnici elipsy s ohnisky E = [—1,0], F' = [1, 0], ktera prochdzi bodem K = [1, %] Urcete
jeji hlavni a vedlejsi vrcholy.

[ReSeni: stied S elipsy je stiedem tisecky EF = S = [0, 0]. Déle plyne ze zadéni, 7ze e = 1.

Zabyvejme se nyni rovnici dané elipsy:

Vime, ze a® = e? +b*> = 1 + b2, Tj.:

9b” + 64 (1L +b°) = 9b> + 9b*
9b* — 64> — 64 = 0
8
b2=8vb2=—§(=> K.O.)
=8 =a*>=1+8=9

2

2
22y

T —=—4+==1
“ 9ty

Déle pak: a =3, b= 2v2, A =[-3,0], B=[3,0], C = [0,—2v2], D =[0,2V/2] ]
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Piiklad 3. Ovéite, 7e pro kazdy bod elipsy u piedchoziho piikladu se soucet vzdélenosti od bodd E = [—1,0],
F =11,0] rovna ¢islu 6.

[Reseni: Rovnice dané elipsy je (jak jsme odvodili v pfedchozim pifkladu):

22 2
—4+==1
€ + 3
Tj. pro libovolny bod X = [z,y] elipsy plati:
x2 P 72 — 822 x?
—+Z =1 82+ =2 =y’ = """ =8-[1-").
9 + 3 = 8z~ + Yy y 9 9
Potom:
|EX|+|FX|= (@ + 12+ + /(e - 1)> +> =
z? z?
= m2+2m+1+8-1—§+ w2—2w+1+8-1—§=
1 1 1 ? 1 > 1
=\/§m2+2w+9+\/§x2—2w+9=\/(5354—3) +\/<§m—3> =‘§az+3‘+‘§x—3‘
Ale:
oy 2
§+§=1:m <9=z€(-3,3).
Takze:
1 1 1 1
|EX|+|FX|:|§w+3|+|§m—3|=§x+3—§az+3=6 ]
——
>0 <0

Polohy elipsy

e Elipsa se stfedem S = [0, 0]

E
A
S =10,0] S =10,0]
E =[—e,0], F = e, 0] E=[0,—€], F = 0,€]
A =[-a,0], B =[a,0], C =[0,-b], D = [0,b] A=10,—a], B=1[0,a], C =[=b,0], D = [b,0]
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e Elipsa se stfedem S = [m,n]

t t

AK S=[m,n] F /B c S=[m,

D
C

E

A
(@) m T O m T

(z—a)® (y—n)? (x—m)* (y—mn)?
a? + b2 =1 B2 + a2 =1
S = [m,n] S = [m,n]

E=[-e+m,n], F =[e+m,n] E=[m,—e+n], F=[m,e+n)]
A=[]-a+m,n], B=[a+ m,n], A=[m,—a+n], B=[m,a+ n],
C =[m,—b+n], D=[m,b+n] C=[-b+m,n], D=1[b+m,n]

Obecnd rovnice elipsy
Podobné jako u kruznice odvodime nyni obecnou rovnici elipsy.
Je-li dana stfedova rovnice elipsy, napt-.:

(z —m)?

a? b2

a algebraicky ji upravime na tvar

‘A-xQ-I-B-yQ-I-C’-x-I-D-y-I-E:O

kde A,B,C,D,E € R, A- B > 0, dostaneme tzv. obecnou rovnici elipsy.

Piiklad 4. je déna elipsa e: 922 + 16y> + 362 — 32y — 92 = 0. Najdéte jeji charakteristické prvky (tj. velikosti
poloos, excentricitu, soufadnice st¥edu, vrcholt a ohnisek).
[ReSeni: Podobné jako u kruznice se budeme snazit ,dostat z obecné rovnice elipsy rovnici stfedovou.
Pouzijeme znovu metodu doplnéni na ¢tverec:
922 + 16y> + 362 — 32y —92 =0
9- (2 +4z+4) +16- (y> -2y + 1) =92+ 36 + 16
9-(z+2)°+16-(y—1)> =144
9(z +2)* N 16(y — 1)?
144 144
(0+2? (-1
16 9

8§=1

=1

Tj: S=[-2,1,a=4,b=3.
=a>-0P=T=e=7
E=[-V7-21],F =V7-2,1], A=[-6,1], B=[2,1], C =[~2,-2], D = [-2,4].

12



Primka a elipsa
Nejprve si uvedme, jakd muze byt vzdjemné poloha elipsy a libovolné p¥imky v roviné. Podobné jako u
kruZnice muze mit pfimka s elipsou dva, popf. jeden, popt. zadny spoleény bod.

2 spolec¢né body 1 spole¢ny bod zadny spoleény bod
/
P
E O
€ €
D
seéna teéna vnéjsi primka
2 2
Priiklad 5. V zavislosti na parametru ¢ € R urcete vzajemnou polohu pfimky p: y = z+c a elipsy e: R + 3= 1.

[c € (—V7,V7) = pjesetnac; c € {—V7,V/T} = pje tetna e; c € (—oo, —/T7) U (V7,4+00) = p je vn&jsi
piimka e |

Tecna elipsy
Nyni odvodime rovnici te¢ny k elipse. Pro jednoduchost se budeme zabyvat tecnou k elipse, kterd ma stied

v pocatku soustavy souradnic.
2 2
x
Nechf e: — + Phe 1 je libovoln4 elipsa se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a necht T = [zg, yo] je jeji
a
libovolny bod.

:

Primka
t:x =x9+t-u
=yo+1t-us, tE€RIib.

se smérovym vektorem u; = (u1,u2) bude teénou elipsy € pravé tehdy, kdyZ soustava

r=xp+1t up

y=1yo+t u (10)
2 2

Y
2!

13



bude mit pravé jedno feseni.
Budeme nyni soustavu (10) postupné upravovat.

(z0 + tur)? L o + tus)®

a? b? =1
T3+ 2zotuy +t2u Y2 + 2y0tus + tu
5 + - =1
a b2
x2 2 2xotuy  tPul 2yotus  tPud
o b R TR T Ty (11)
a b a a b2 b2
2 2
Ale bod T = [zo,y0] lezi na elipse ¢, tj.: —g + b_g = 1. Dosadime-li to do (11) a upravime-li tuto rovnici,
a
dostaneme ) ) )
2zour . 2y0us 5 (Ui uy  u;

Tato kvadraticka rovnice bude mit pravé jeden koten, jestlize D = 0. Tj.:

2uix 2ot \ > wx U
D:<10+y02> -0 120 2?!0:0

a? b2 a? + b2

Posedni podminka vSak znamené:

To Yo To Yo To Yo
u1'¥+u2'b_2:0<:>(u1’u2)-<ﬁ’b_2>:O: (u17u2)J‘<ﬁ’b_2>
o Yo

- b_2> je normalovym vektorem této tecny.
a

ALe vektor (u1,us2) je smérovym vektorem teény ¢, tj. vektor (

Obecna rovnice tecny t tedy je:

Lo Yo _

Zbyvéa urcit koeficient ¢. Vime v8ak, Ze bod T musi na teéné ¢ lezet, tj.:
__x_g_y_g—_ x_§+y_[2) =—-1
CTTe T e a2 b2 )
tj.:
o Yooy
tr——+ E 1
)2 )2

Véta. Je-li ddna elipsa (z —m) + (y—n) =1 a jeji libovolny bod T' = [z9, yo], pak rovnice te¢ny t elipsy

a? b2
v bodé T je

p @=m) @ —m) | (y=n)-(w—n)

a? =1

Poznamka. Vidime, Ze rovnici tecny k elipse lze ,vyrobit® z rovnice elipsy Gplné analogicky, jako u kruznice.

R N2
(@ 2m) + W b2n) = 1 a predstavime-li si mocninu (z — m)? jako
a

Vezmeme-li si stredovou rovnici elipsy

(x —m) - (x —m) a podobné (y —n)? = (y —n) - (y — n), pak staci jednu dvojici x, y nahradit konkrétnimi
soutfadnicemi te¢ného bodu xg, ¥q.

Piiklad.
6. Ukazte, Zze bod H = [6, —2] je bodem elipsy

L @=3 AP

25 25 L

Napiste rovnici tecny této elipsy v bodé H. [t: 3z + 8y — 2 = 0]
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7. Uréete ¢ tak, aby pifmka y = 2z + ¢ byla te¢nou elipsy e: 422 + 9y? = 36. [q = £2/10]

Stejnym postupem jako u kruznice také napiseme rovnice tecen k dané elipse z daného bodu, ktery lezi vné
elipsy. Tj. nejprve napiSeme rovnici poldry, pak vypocitame pruaseciky elipsy s polarou — dostaneme tak tec¢né
body, kterymi hledané (dvé) teény prochézeji. Nakonec napiSeme rovnici teény k elipse prochizejici teénym
bodem (lezicim na elipse). Vyzkousejte si tento postup na ndsledujicim piikladu.

Pi#iklad 8. Bodem A = [—6, —2] vedte te¢ny k elipse e: 422 + 9y* = 36.
[ti:y+2 =0, t2: 8 — 9y + 30 = 0]

Zivérecéna poznamka. Teénu ke kruznici, kterd prochézi danym bodem lezicim na kruZznici, umime (celkem

nasledujici véta:
Véta. Necht je ddna elipsa, necht E, F' jsou jeji ohniska. Bod T necht je bod, ktery lezi na elipse. Te¢na elipsy
v bodé T je osou Ghlu ptimek ET a F'T a to tou osou, ktera neprotina tsecku EF.

Priklady.

9. NapiSte rovnici elipsy s ohnisky F = [2,5], F' = [10, 5], ktera prochéz{ bodem M = [6,7].
[(z —6)%+5(y —5)2 — 20 = 0]

(y +2)?
4
y = —2z. 27 —y — 4 = +2V/2]

10. napiste rovnice tecen elipsy, kterd méa rovnici (z — 1)% + = 1, v jejich priseéicich s p¥imkou

11. Uréete hodnotu p tak, aby te¢ny vedené bodem [p, 0] k elipse 422 + 9y? = 36 byly navtdjem kolmé.

[p = +v13]

3. Hyperbola

Defnice. V roviné jsou dany dva rtizné body E, F a kladné ¢islo a € RT takové, Ze 2a < |EF|. Hyperbola je
mnozina v8ech bodi X roviny, pro které plati

|EX| - |XF|| = 2a.

Body E, F se nazyvaji ohniska hyperboly, &slo a se nazjvé hlavni poloosa hyperboly®.

8stejné jako u elipsy i v tomto p¥ipad& pfiznejme, %e se vé&tSinou nerozliduje mezi pojmy welikost hlavni poloosy — tj. presnéji
feceno: ¢islo uddvagici velikost hlavni poloosy a samotnou poloosou jakoZto pFimkou. TudiZ pismeno a bude nékdy znacit samotnou
hlavni poloosu a n€kdy wvelikost hlavni poloosy.
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Z definice (a z obrédzku) je hned vidét, Ze je hyperbola je (stejn2 jako elipsa) st¥edové soumérné podle st¥edu
usetky EF. Tento bod se nazyvé stfed hyperboly a (vét$inou) se oznacCuje S. Déle je z obrazku vidét, ze
hyperbola se sklada ze dvou ,souvislych® ¢asti, kterym rikdme vétve hyperboly.

Oznacdeni:

S ... stied hyperboly

E, F ... ohniska hyperboly

EF ... hlavni osa hyperboly

osa usecky EFF ... vedlejsi osa hyperboly

A, B ... hlavni vrcholy hyperboly

a ... hlavni poloosa

dle definice musi byt: |AF| — |AE| = 2a = |AF| — |BF| =2a = |SA| =a

oznatime: 2e = |[EF| = e = |SE| = |SF|

e ... tzv. excentricita (vystiednost) hyperboly,
oznadime: b = ve2 — a?

b ... vedlejsi poloosa hyperboly

Plati: | €% = a® + b?

Poznamenejme, Ze z Gisecek a, b, e byla u elipsy nejdelsi hlavni poloosa a, u hyperboly je nejdelsi excentricita e.
Dalsi ivahy budou velmi obdobné, jaké jsme provadeéli u elipsy.

V dalgim studiu hyperboly si (stejné jako u elipsy) podstatné zjednodusime situaci. Budeme se ddle zabyvat
pouze takovymi hyperbolami, jejichz hlavni osa bude rovnobéznd s nékterou osou soustavy souradnic.

Odvozeni rovnice hyperboly

Zvolme soustavu soufadnic v roviné tak, Ze pocatek bude stfedem hyperboly (tj. stfedem tsecky EF) a
souradnd osa x bude dana primkou EF'. Pak plati:
Bude-li X = [z,y] libovolny bod rovimy, pak bude platit:

X e h<||XE|—-|XF|| = 2a,

tj.:

Ve=aZ + 0P - Vie—a)7 + 0-yP| =20 (12)
(et+z)’ +y° —(e—a)’ +y° —=2-V(e+2)? +y2 V(e —2)? +y2 = 4a®
42+’ +yt+a>—2ex+e 4y’ —2-(le+z)2+1y2 - /(e—x)?+y2=4d®
2e2 + 222 + 2% — 2 /(22 + 2ze + €2 4+ y2) - (22 — 2ze + €2 + y2) = 4a?
e+ 22 +y? —2a> =2- /(22 +2ze + €2 +¢2) - (22 — 2ze + €2 + ¢?)

(e* + 27 +y2)2 —da® - (€* + 2% + ¢?) +4a* = (27 + €7 +y2)2 — 4z%€?
ez’ =a’ (e +2° +y°) —a’
2% = a2e? + a?a? + a%y? — ot
e22? — a22% — a¥y? = a® — &? — gt
2 (& —a?) —pPa® = a® - (& — a?)

Protoze vsak plati: e — a® = b2, miizeme dale psat:

1'21)2 _ y2a2 — a2b2
1‘2 y2



Podobné jako u elipsy bychom dokézali, 7e plati: kazdé feSeni rovnice (13) je i feSenim rovnice (12). Plati
tedy nasledujici véta.

Véta. Je-li ddna hyperbola se stfedem S = [0,0] a velikostmi poloos a, b, pak libovolny bod X = [z, y] roviny
bude na dané hyperbole lezet pravé tehdy, kdyz

| (14)

Rovnice (14) se nazyvéa stfedova rovnice hyperboly.

Y7

Priklad 1. Sestrojte hyperbolu, ve které plati: e = 10 j, a = 8 j. Zvolte méfitko 1 j = 1,5 cm.
(Na zvlastni list papiru provedte co nejpfesnéjsi a co nejhezci konstrukci, tento papir si podepiste a vlozte
do téchto materiala )

1
Priklad 2. Ukazte, Ze graf funkce y = — je totoZny s mnozinou v8ech bodi v roviné, jejichz absolutni hodnota
x

rozdilu vzdalenosti od bod F = [v/2,v/2] a E = [V/2, —v/2] se rovn4 2v/2.

Ze stredové rovnice hyperboly plyne:

Ly r .y
——==0V —4+==0
a b a b
B L, LY XY .y 0 )
na hyperbole rozhodné nelezi. Pfimkdm — — 7= 0Oa—— 7= 0 se iikd asymptoty hyperboly? (budeme je
a a
nadéle znacit ay, as.)
Rovnice asymptot lze upravit na tvar:
b b
ap;:y=—-x Gg:Yy =——-2
a a
asymptoty

—1 /

=

Polohy hyperboly

e Hyperbola se stiedem S = [0, 0]

90becnd se da zjednodugend Fict, e asymptota grafu funkce je takova p¥imka, ke které se graf funkce (nebo alespoi nékterd
jeho ¢ast) neustale blizi, ale nikdy se ji nedotkne. P¥esnou definici asymptoty usly$i pouze ti studenti, kteFi nav§tévuji Seminir z
matematiky v ramci tématu Diferencidlni podcet.
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y
al
b
E A s5=[o a B\ F
a2
2 2
)
PRI
S =[0,0]

vy — b v — b
a1:y = ;T, Q1Y = — T

e Hyperbola se stfedem S = [m,n]

18
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F
B
a
S=[o, b
E
a2
2 2
y x
pEi
S =10,0]
E =[0,—¢], F =10,€]



/L
=

>
2

E [AS=[m a B\ F 5=[m, b

az

0 g o /7 N

(e—m)?* (y—n)* _, y-n)? (@-m?*
a? b2 a? b2
S =[m,n] S =[m,n]
E =[-e+m,n], F =[e+m,n] E=[m,—e+n|, F =[m,e+n]
A =[-a+m,n], B=][a+m,n] A=[m,—a+n], B=[m,a+n]
ary—n=2(z-m),axy—n=-L(z-m) ai:y—n=g(®—m),axy—n=—3(x—m)

Poznamka. Jsou-li asymptoty hyperboly k sobé kolmé (v tomto piipadé plati a = b), pak se hyperbola nazyva
rovnoosa hyperbola.

Priklad 3. Osy hyperboly jsou totozné s osami soustavy souradnic, jeji excentricita je e = 5. Hyperbola prochazi
bodem A = [4,3]. Napiste jeji rovnici a rovnici asymptot.

2 2 2 2
.z y? _ ey — V6 e — _ /6 ] 2 _ Ca —
hi: 5 - =Lary=%za:y=—5rh: % -5 =1La:y=

Obecna rovnice hyperboly

Podobné jako u kruznice a elipsy odvodime nyni obecnou rovnici elipsy.
Je-li dana stfedova rovnice hyperboly, napi.:

2 2

(z-—m)® (y—n)

a? b2 =1

a algebraicky ji upravime na tvar

‘A-x2+B-y2+C-w+D-y+E=0

kde A,B,C,D,E € R, A- B < 0, dostaneme tzv. obecnou rovnici hyperboly.

Piiklad 4. Je ddna hyperbola h: 322 — y? — 242 4+ 6y + 36 = 0 = 0. Najdéte jeji charakteristické prvky
(tj. velikosti poloos, excentricitu, soufadnice stfedu, vrcholt a ohnisek, rovnice asymptot).

[ReSeni: Podobné jako u kruznice a elipsy se budeme snazit ,dostat“ z obecné rovnice hyperboly rovnici
stfedovou. Pouzijeme znovu metodu doplnéni na ¢tverec:
32° —y? —24x+ 6y +36=0
3:-(z-4)7~(y-3)°=3
(-4 (y-3)?° _

— =1
1 3
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Tj:S=[4,3,a=1,b= 3.
e2=a’+b¥=4=e=2
E=[-2443]=[23,F=[2+43]=06,3,A=[3,3, B=[5,3, a1: V32 —y +3—4/3 =0, ap: V3z + y —
-3-4v/3=0]

Primka a hyperbola
Podobné jako u kruznice a elipsy miize mit pfimka s hyperbolou dva, popf. jeden, popt. zadny spole¢ny bod.
Situace vsak bude, narozdil od elipsy, trosicku komplikovanéjsi.

Mame-li ddnu hyperbolu h a pfimku p o rovnici p: y = kx + ¢, bude vzajemna poloha hyperboly a primky
zalezet na smérnici k pfimky p.

b b b
k| < & k|=2ASe€p |k|=3AS¢p
N a1, N a1 N /ﬂl/'
N 7 N N 7
N 7 N N 7
N £ N N 7
N\ b N\ b S /b
/\/ // \\ \\ //
N 7 N N 7
N a N a N a
7 N N 7 N
7 N N 7 N
Ve N N |~ N
7 N N 7 N
7 N N 7 N
e N 4 N e N
e a2\ A a2\ A s a2\ A
2 spolecné body zadny spolecny bod jeden spolecny bod
p je seéna p je asymptota
b b b
k| > 2AS€Ep k| > 2AS¢Ep k| > AS¢Ep
~ /al/’ ~ 7 a1, ~ a1,
N 7 N 7 N e
N 7 N 7 N 7
N 7 N 7 N 7
< 7 7\ Pl S e
N /2 N 7 N 7

- AN - AN s AN
s AN s AN - / ~
s N - N s N
Ve a2\ a2\ Ve a2\

zadny spolecény body dva spolecné body jeden spolec¢ny bod

p je teéna

Tec¢na hyperboly

2 2
Je-li dana hyperbola h: x_2 — g;_Q =1 ajeji bod T = [z0,yo], potom bychom podobné jako u elipsy dokézali,
a

7e tecna t hyperboly v tetném bodé T = [xg, yo] m& rovnici

L-To Y-Yo _

a? b2
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(r—m)*  (y—n)?
a? b2

Je-li dana hyperbola h: =1, pak teéna t v bodé T = [zg, yo] ma rovnici

(x—m)-(xo—m) (y—=n)-(yo—n)

a? b2 =1

Podobné by to dopadlo pfi dalsich moznych rovnicich (a tedy poloh) hyperboly.

2 2
Ptiklad 5. Bodem K = [2, 3] hyperboly h: % Y 1 vedte vSechny piimky, které s ni maji spole¢ny pravé

9
jeden bod.

[Reeni: Pravé jeden bod s hyperbolou m4 piimka, ktera je te¢nou hyperboly a pak piimka, kterd je rov-
nobézna s asymptotou. Ponévadz ,nase“ hledana primka mé navic prochazet bodem K, budou feSenim tilohy
celkem tfi primky: teéna v bodé K a dvé rovnobézky s jednotlivymi asymptotami prochazejicimi bodem K.

Rovnice te¢ny prochazejici bodem K = [2,3]:

t'T_T_l
1
T-3yY=
t:3x —y—3=

Rovnice piimek p; a ps rovnobéZnych s asymptotami prochézejici bodem K = [2, 3]:

32 —V2y=0 3z 4+V2y =0
p1:3x—\/§y+c:0 p2:3x+\/§y+c:0
K€p1:6—3\/§=—c Kep2:6—|—3\/§=—c

c=3V2-6 c=-3V2-6
p1:3r — V2 +3V2-6=0 P23z +V2y —3vV2-6=0

Resenim jsou tedy tii piimky: 3z —y —3=0,32z —vV2y +3v2-6=0, 3z + vV2y —3v2 -6 =0.]

Priklad 6. NapiSte rovnici teény hyperboly h: (z —4)? — £(y — 3)% = 1 v jejim bodé A = [2,6]. Ovéite, 7e tato
te¢na mé s hyperbolou pravé jeden spoleény bod. [t: 22 +y — 10 = 0]

Priklady.
7. Uréete ohniska hyperboly s rovnici 1022 — 532 = 50. Napiste rovnici hyperboly, kterd m4 stejné asymptoty
jako dana hyperbola, ale prochazi bodem M = [10,0]. [[V/15,0],[—V/15,0], 102> — 5y = 1000]

8. Hyperbola ma ohniska E = [-5,0], F' = [5, 0] a prochédzi bodem M = [1,0]. Napiste jeji rovnici.
[2422 — y? = 24]

9. Hyperbola m4 rovnici (z — 3)? — 4y = 1. Najdéte jeji priiseciky s osou y a rovnice te¢en v téchto bodech.
[0, £v/2], 3z + 4yv/2 — 8 = 0]

4. Parabola

O parabole do této doby vime, Ze je grafem kvadratické funkce, ale presnou definici paraboly zatim nezndme
(oficidlng).
Defnice. V roviné je dan bod F a piimka ¢, kterd jim neprochazi. Parabola je mnozina vSech bodi roviny,
které maji stejnou vzdalenost od bodu F' a od pirimky ¢. Bod F se nazyvé ohnisko paraboly a ptimka g se
nazyvé Fidici pfimka paraboly.
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Parabola zfejmé prochazi bodem V', ktery je stfedem tsecky F'D, kde D je pata kolmice vedené z ohniska F'
k tidici pfimce g. Tento bod V se nazyva vrchol paraboly.

Déle je zfejmé, ze je parabola osové soumérnd podle kolmice na ridici pfimku ¢ prochézejici bodem F'. Tato
piimka se nazyva osa paraboly.

Priklad 1. Ukazte, ze graf funkce f: y = 2%je totozny s mnozinou viech bodi roviny, které maji od bodu

F = [0, %] stejnou vzdélenost jako od pifmky q:y = —1.

V dalsim studiu paraboly si opét podstatné zjednodusime situaci. Budeme se dale zabyvat pouze takovymi
parabolami, jejichz osa bude rovnobézna s nékterou osou soustavy souradnic.

Odvozeni rovnice paraboly

Predpokladejme, 7e parabola je ddna svym ohniskem F a ¥idici pfimkou ¢g. Oznacme p = |Fq| vzdélenost
bodu F od ptimky ¢. Zvolme dale soustavu soutadnic v roviné tak, ze pocatek bude vrcholem paraboly a
soufadné osa y bude jeji osou (tj. ohnisko F' bude lezet na ose y.) Pak bude mit zfejmé bod F souradnice
F = [0, %p], pfimka ¢ ma rovnici y = —g.
Pak plati:
Bude-li X = [z,y] libovolny bod rovimy, pak bude platit:

X € par <= |XF| =|Xq|,

e (o) =l
x+(y 5 y-l-2

1 1
w2+y2—py+1p2=y2+py+1p2

z? = 2py

tj.:

Véta. Je-li ddna parabola s vrcholem V' = [0,0] a jejiz osa je totozna s osou y (a oznaéime-li p = |Fq|, tj. p
je vzdalenost ohniska a Fidici pifimky), pak libovolny bod X = [z,y] roviny bude na dané parabole leZet prévé

tehdy, kdyz
i

Rovnice (15) se nazyva vrcholova rovnice paraboly.
Poznamka. Upozoriujeme na skutecnost, ze parabola jakozto jedina kuzelosecka nemd stied, ale ma vrchol.
Je to tedy jedind wvrcholovd kuzelosecka. Kruznice, alipsa a hyperbola patii mezi tzv. stredové kuZelosecky.

Polohy paraboly
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e Parabola s vrcholem V' = [0, 0], osa je totoZnd s osou y

!

V =10,0]

F=1[0,1p],cy=—13p

e Parabola s vrcholem V' = [0,0], osa je totoZna s osou x

y
=
F
x? = —2py
vV =10,0]

y y
VF z Fo)V v
q
q
V =[0,0] V =[0,0]

e Parabola s vrcholem V' = [m, n], osa je rovnobé&Zn4 s osou y
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q
T
(#—m)*>=2p-(y—n) (. —m)>=-2p-(y —n)
V = [m,n] V = [m,n]
F=[mn+3pl,cy=n—3p F=[mmn—3pl,¢y=n+3p
e Parabola s vrcholem V' = [0, 0], osa je rovnobé’na s osou x
Y Y
n Ve - _________  ________1 ng__ _F\WV____
|
|
|
|
0 ‘ T
q q
(v—n)=2 (x—m)) (v—n=-2-(c—m)|
V =[m,n] V = [m,n]
F=[m+ipn],co=m—1ip F=[m-ipn],¢co=m+3ip

Priklad 2. Ukaite, Ze rovnici y? — 6z — 4y = 0 je ddna parabola. Urcete jeji charakteristické prvky (soufadnice
vrcholu, ohniska, rovnici #idici pfimky, parametr), UkaZte dale, ze vzdélenost po¢atku soustavy souradnic, ktery
je bodem paraboly, od ohniska je stejna jako jeho vzdalenost od fidici pfimky.

Vzajemnd poloha primky a paraboly
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Ziejmé muze mit primka s parabolou spole¢né pravé dva body nebo pravé jeden bod nebo nemaji zadny
spole¢ny bod. Pritom kazda primka, kterd je rovnobézna s osou paraboly ma s parabolou spoleény pravé jeden
bod, takové p¥imce se viak teéna k parabole nefikd'®. Pod pojmem tecna paraboly budeme rozumét takovou
primku, kterd bude mit s parabolou pravé jeden spoleény bod a nebude prochéazet zddnym vnifnim bodem
paraboly.

Tec¢na paraboly

Zabyvejme se (nejprve geometricky) te¢nou k parabole. Pro vétsi ndzornost m&jme dénu parabolu, kterd ma
vrchol v podatku soustavy soufadnic a ma osu totoznou s osou z. Takova parabola ma tedy rovnici 2 = 2py,
pricemz plati, ze ohnisko F' = [0, g] a fidici pfimka ¢ ma rovnici ¢: y = —§. Zvolme na parabole libovolny
pevny bod Xy = [x0, yo]. Oznaéme déle Yy patu kolmice k fidici pfimce ¢ z bodu Xj.

Pak plati: Tec¢na k parabole prochazejici bodem Xj je osou tisecky Yy F.

[Dk.: PonévadZ je bod Xy bodem paraboly, musi
(dle definice paraboly) platit:

| XoF| = |XoYol X v

takzZe je trojihelnik XyYyF' rovnoramenny se za-
kladnou YpF. Ozna¢me t osu zékladny YpF'® a
zvolme na piimce t néjaky dalsi bod X # X,.
Ozna¢me dale Y patu kolmice vedené na fidici
piimku g z bodu X . Protoze je bod X bodem osy
usecky Yo F', musi platit:

[XF| = [XYo|

a dale tedy plati:
|XF| =|XYo| > [XY] = v(X,q)

takze bod X nwemuze leZzet na parabole. Dokazali
jsme tak, ze na primce t existuje jediny bod Xy,
ktery lezi zaroven na parabole, tj. dokazali jsme
tak, ze piimka ¢ je opravdu te¢nou paraboly. ]

“navic ziejmé lezi stied zdkladny YpF na ose x
Odvodime nyni rovnici teény paraboly v jejim bodé X,. Dokazali jsme vyse, ze je to osa Gsecky Yo F', kde
ziejmé je Yy = [z0, —5] a F = [0, 5]. Teéna m4 proto rovnici
xox —py +d = 0.
Hodnotu koeficientu d uré¢ime z podminky, Ze tato primka prochazi bodem Xy, takze musi platit

g —pyo+d=0=>d=pyo— x5 = —pyo (je totiz 2§ = 2pyo)

Tecna t paraboly ma proto rovnici:
Tox —py —pyo =0

nebo-li

t: wor = py + pyo |

Podobné bychom odvodili, 7e rovnice te¢ny ¢ paraboly (z —m)? = 2p(y — n) v jejim bodé Xo = [z0, yo] je

‘t: (w—m)-(wo—m)=P(y—n)+P(y0—n)‘

A také: rovnice tecny t paraboly (y —n)? = 2p(z — m) v jejim bod& Xy = [z, y0] je

|4 (y =) (o = n) = plw — m) + plwo — m) |

10podobné jako u hyperboly napiiklad proto, Ze takovato p¥imka prochézi i n&jakymi vnit¥nimi body paraboly.
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a podobné pro dalsi tvary rovnic parabol.

Ptiklad 3. Napiste rovnici tecny paraboly s rovnici #2 = 4y v jejim bodé [4,?] a ukaite, Ze tento bod je jedinym

spoleénym bodem te¢ny a paraboly. [t: 22 —y —4 = 0]
Piiklad 4. Urcete charakteristické prvky paraboly 22 +y* = (2 —¢)?(c # 0). Dale napiste tec¢ny k této parabole
v bodech A =[1¢,0] a B =0,c]. [V =1[3c,0], F=[0,0]. t;: z = 3¢, tory = —x + c]
Priklady.
5. Urdete charakteristické prvky paraboly y = 222. [V =1[0,0], F=10,%], [¢ v = —%]]
6. NapiSte rovnici paraboly s ohniskem F' = [2,1] a ¥idici pfimkou p: x = —4. Uréete jeji vrchol.

[(y—1)? =12z + 1), V = [-1,1]

7. Bodem M = [2,2] paraboly s rovnici y? — 6z + 8 = 0 vedte piimky, které nemaji s parabolou zZadny dalsi
spoleény bod. 2y —3x+2=0,y =2]

8. Napiste rovnici tecny paraboly, kterd ma rovnici y? — 4y + 12z = 0, v jejim bodé O = [0,0]. Ukazte, Ze
tato tecna puli thel mezi osou « a pfimkou OF, kde F' je ohnisko paraboly. [y =3z, F =[-3,2]

9. Najdéte tecnu paraboly o rovnici y?> — 4y — 6x + 22 = 0, rovnobéznou s p¥imkou p: y = z. [2y = 2z + 1]
10. Urcete p tak, aby se parabola, kterd ma rovnici y? = 2pz, dotykala p¥imky q: y = 5 +5. [p = 5]

11. Parabola je d4na rovnici 22 — 22 — y 4+ 4 = 0. Které jeji teény prochazeji poc¢atkemm soustavy soufadnic?
ly =2z, y = —61]
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